Biljana Kérsteska
Jasmina Markoska

MATEMATIKA

pér vitin II arsim 1 mesém
profesional katérvjecar

s Bujqési, peshkatari dhe veterinari ale
PIme pers®”
e
Tekstil-lékuré sw

Pyllitari dhe pérpunimi i drurit




MATEMATIKA

pér vitin IT

arsim i mesém profesional katérvjegar

SEKTORI/PROFESIONI: Shéndetésor/Shéndetési dhe politiké sociale
Bujqésor-veterinar / Bujqési, peshkatari dhe veterinari

Shérbime personale, Tekstil, 1ékuré dhe prodhime té ngjashme /Tekstil-1ékuré
Pylltari dhe pérpunimi i drurit /Pylltari dhe pérpunimi i drurit

Autore:
Biljana Kérsteska, Jasmina Markoska

Recensenté:

Aneta Gacovska

Emilija Boshkovska-Zhivadinoviq
Violeta Peshevska

Iustrimet: Biljana Kérsteska, Jasmina Markoska

Titulli i origjinal:
MATEMATUKA

3a Il ronuHa Ha CPEHOTO CTPYYHO
YETHPHUTOANIIHO 00pa3oBaHue
31paBCcTBEHA CTpyKa
3eMjonencko-BeTepuHapHa CTpyKa
JInunum ycmyru
TekcTuiHO-KOXapcKa CTpyKa
[Iymapcko-npBonpepadoTyBayka CTpyka
Bunjana Kpcrecka

Jacmuna Mapkocka

Botues: Ministria e Arsimit dhe Shkencés e Republikés s¢ Maqgedonisé€ s€ Veriut rr. “Shén Kirili dhe
Metodi” nr. 54 1000 Shkup.

Pérkthyer nga gjuha maqedonase: Muzafer Beqiri
Redaktor profesional i botimit né gjuhén shqipe: Xhevair Beqiri

Lektor: Refail Sulejmani
Redaktimi grafik dhe teknik: Leon Xhingo, Evgenija Pavllova - ARS STUDIO
Redaktor: Refail Sulejmani

Vendi dhe viti i botimit: Shkup 2023

Me vendimin pér lejimin e tekstit shkollor MATEMATIKA, pér vitin II t€ arsimit t&€ mesém profesional
katérvjecar (SEKTORI/PROFESIONI: Shéndetésor/Shéndetési dhe politiké sociale, Bujqésor-veterinar /
Bujqési, peshkatari dhe veterinari, Shérbime personale, Tekstil, 1ékuré dhe prodhime té ngjashme /
Tekstil-1€kur€, Pylltari dhe pérpunimi i drurit /Pylltari dhe pérpunimi i drurit). Nr. 26-303/1 t& datés
8.7.2022 té miratuar nga Komisioni kombétar pér tekste shkollore.



PARATHENIE

Teksti MATEMATIKA pér vitin e dyté t€ arsimit t€ mesém profesional
katérvjecar €shté shkruar sipas programit mésimor pér léndén e detyrueshme té
pérmendur. I dedikuar pér nxénésit nga profesioni Shéndetési, profesioni Bujqésor-
veterinare, Shérbime personale, profesioni Tekstil-l1€kuré dhe Pylltari — p€rpunimi 1
drurit.

Autoret tentojn€ t’i pérpunojné pérmbajtjet e parashikuara né pajtim me
udhézimet didaktike-metodike pér realizimin e programit. Teksti éshté modulare e
dizajnuar dhe pérbéhet prej teté térésive tematike:

e RRENJET

e FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE NE TREKENDESHIN KENDDREJTE
e NUMRAT KOMPLEKS

e BARAZIMI KATROR

e BARAZIMET E LLOJIT KATROR. BARAZIMET IRACIONALE. SISTEMI PREJ
NJE BARAZIMI KATROR DHE NJE BARAZIMI LINEAR ME DY TE
PANJOHURA

e FUNKSIONI KATROR, PABARAZIMI KATROR, SISTEMI PREJ DY
PABARAZIMEVE KATRORE ME NJE TE PANJOHUR

e VEKTORET NE RRAFSH. FIGURAT GJEOMETRIKE NE HAPESIRE

e SYPRINA DHE VELLIMI I TRUPAVE GJEOMETRIK

N¢ kuadér té ¢do teme mésimore jan€ punuar pérmbajtjet e parapara, té cilat,
sipas rregulls, jané ilustruar me shembuj t€ zgjidhur dhe vizatime. N& fund t€ ¢do
njésie mésimore jané dhéné detyra pér puné t€ pavarur ose pér detyré shtépie, qé
paraget vazhdimé t€ punés s€ orés, kurse né fund t€ ¢do teme mésimore jané dhéné
detyra pér pérséritje dhe pérforcim t€ materialit. Zgjidhjet dhe pérgjigjet e detyrave,
kurse sipas zgjedhjes sé autoreve, diku edhe udhézime pér zgjidhjen e tyre, jané dhéné
né fund t€ tekstit mésimor.

Autoret prej pérpara do té jené€ té falénderuar pér ¢do kritiké me qéllim té€ miré
ose vérejtje pér pérmiré€simin e pérmbajtjes, pasi besojné se ky tekst do té kontribuojé
q€ nxénésit mé shumé ta duan matematikén dhe té hyjné né fshehtésité e saj.

Autoret



1. RRENJET

1.1. Koncepti pér rrénjé

Konceptet rrénja katrore dhe kubike prej numrit t€ dhéné pozitiv tanimé i ke té€ njohur
prej arsimit fillor. Mbetet ta zgjerojmé até koncept deri te rrénja n prej numrit real.

Pérkufizimi. Numri real pozitiv x , pér té cilin vlen x"=a , ku a &shté numér real pozitiv
dhe n € N quhet rrénja katrore n prej numrit a dhe shénohet me x = Va . J

Poashtu, n quhet treguesi i rrénjés, kurse a quhet shprehja nénrrénjé ose radikand.

Shembull 1. Rrénja V16 ka tregues té rrénjés 4, shprehja nénrrénjé 16 dhe V16 = 2,
pasi 2% = 16, kurse /100000 = 10, pasi 10° = 100000.!

Operacioni me té cilin e caktojmé vlerén e Va kur na jané t& njohura vlerat e n dhe a,
quhet rrénjézim.

Nése n = 2, atéheré né vend /6 shkruajmé v/6 dhe lexojmé rrénja katrore e numrit 6
ose vetém rrénjé e numrit 6.

Detyra 1. Njehso:
a) V25 , b) V27, ¢) V8l.

Zgjidhje. !) V25 = 5 pasi 5 =25, b) ¥27=3 pasi 3° =27, ¢) /81 =3 pasi 3* = 81. !

Prej pérkufizimit vijon se Va , ku @ > 0 dhe n € N &shté numér pozitiv i atillé ku fugia
n éshté e barabarté me a d.m.th. (%)n =a.

Ngjashém edhe Va™ = a, ku a > 0 dhe n € N, pasi a” = (a)".
Shembulli 2. (3)° = 3 dhe YB% = b, pér 5> 0. !

Le té jeté n numér ¢ift natyror. T€ mundshme jané kéto situata:

* Nése a > 0, atéheré ekzistojné¢ dy numra real€ t€ kundért pér t€ cilét vlen x™ = a
dhe me Va e shénojmé numrin pozitiv (e quajmé rrénja n e numrit a), kurse me
—%a " numri i tij i kundért.

 Nése a =0, atéheré ekziston numér real i vetém x (numri 0) ashtu qé x = V0.

* Nése a < 0, atéheré nuk ekziston numér real x, ashtu qé x" = a, pra sipas késaj
shprehja V/a nuk ka kuptim.

Le té jet€ n numér natyror tek. At€heré ekziston numér real i vet€m x ashtu g€ x™ = a,
pér ¢farédo numér real a.

Shembulli 3. Rrénjét V—4 , =16 dhe Y—32 nuk kané kuptim né bashkésiné e

numrave realé, rrénjét =343, '3/—1 dhe ¥/—128 kané kuptim dhe mund t& njehsohen,

kurse rrénja ¥x + 2 ka kuptim pér té gjithé numrat realé x pér té cilét vlen x + 2 > 0 d.m.th.,
x=-2.!




RRENJET

Prandaj, pér n numér natyror ¢ift vlen ky rregull:

n—(apéra=0
a” {—a, péra <0

Kur 7 éshté numér natyror tek vlen Va® = a, pér ¢cdo numér real a.
Yy per ¢

Detyra 2. Thjeshtoji shprehjet:

a) {/(=3)*, b) (D2, ) V46, V23, )/ +1)?

Zgjidhje. a) 1/ (=3)* = | — 3| = 3, pasi n = 4 &éshté numér ¢ift dhe a = -3 < 0,
b) 3/(-=1)12 =|—12| =12, pasin=12dhea = -1 < 0,

C)W=4,pasin=6dhea=420,
¢) 3/(=2)3 = =2, pasi n = 3 éshté numér tek,

— x+1,pérx > -1
DYee+D? =lx+1] :{—(x+1),pérx< ~1-*

Detyra

1. Njehso:

)Vi2l, b V000T6, o J5 0 5

2. Cilét prej kétyre rrénjéve kané kuptim né bashkésiné e numrave realé?
) Y001, n V=125, o[ 0 [2-2.

3. Cilét prej kétyre rrénjéve kané kuptim né bashkésiné e numrave realé?

1
a) \/ga b) i/ré_é’ C) \ 0,01 — 010(1)’ ?) N 2,3-72

4. Pér cilat vlera t& shprehjes nénrrénjé, rrénja ka kuptim?

a) V2x +3, b) V20 +4x, ¢ V2x+1, ¢) Y(x—2)(x +3)
5. Thjeshto:

3 3
D VEDE b (S o (=3) ¢) /(16 — 2x)2 pérx > 8.

1.2. Zgjerimi dhe thjeshtimi rrénjéve

Né vazhdimé do té shqyrtojmé disa veti t€ rrénjéve me ndihmén e t€ cilave né t&
ardhmen do t€ mund t€ kryejmé transformime dhe thjeshtime.

Teorema. Nése a éshté numér real pozitiv, kurse m, n dhe k jané numra natyroré,
.. .. n-k — . e v e e .
atéheré vlen Va™ = " Va™~k (zgjerim té rrénjés Ya™ me numrin natyror k).

Me té vérteté, pér nk fugia e numrit Va™ kemi:
k
(n’am )nk — l:( ”’(l"l ) il — (au/ )k — amk )

Sipas pérkufizimit pér rrénjén vijon se Va™ = "NamE e




Njésia Modulare 1

Shembulli 1. Rrénja V2 e zgjeruar me 5 &shté *3215 = '3/25, ndérsa tani rrénja
V35 ¢ zgjeruar me 2 &shté “3/352 = V310 ¢

Detyra 1. Rrénjét Yab? dhe Va3b zgjeroji deri te treguesi i pérbashkét mé i vogél,
kuab>0

Zgjidhje. Prej késaj q¢ sHVP (3,4) = 12 fitohet se rrénja e paré duhet té€ zgjerohet me
4, kurse e dyta me 3, pra fitohen rrénjét

Vab? = *\[(ab?)t* = 'Va*b® dhe *3/(a3b)13 = 'Va®b3 , pérkatésisht. ¢

Ngjashém me teoremén paraprake vértetohet edhe teorema vijuese:

Teorema. Nése a &sht€ numér real pozitiv, kurse m, n dhe k jan€ numra natyroré té
atillé qé k|n dhe k|m, at€heré "Namk (thjeshtimi i rrénjés Y/a™ me numrin natyror k).

Shembulli 2. Rrénja Y27 mund t& thjeshtohet me 3, pra fitohet rrénja * /333 = ¥/3,
kurse rrénja "32% mund t& thjeshtohet me 4 deri te rrénja V2. ¢

Detyra 2. Rrénjét dhe 'Val0h5 dhe *Va35h10thjeshtoje treguesin mé t& madh t&
pérbashkét té rrénjés, ku a, b > 0. ¢

Zgjidhje. Pasi PMP(15,20) = 5 rrénjét do t’i thjeshtojmé me 5 dhe kemi 'Val%h5 =
15/(a2b)5 — 15:i/(a2b)5=5 = Ya2b dhe *Va35p10 = 20/(a7b2)5 — 2°=i/(a7b2)5:5 = Va7h? ,
pérkatésisht. ¢

Shembulli 3. i/(—2)15 = 3\/(—2)5, kurse i/(—Z)l2 + \/(—2)3, pasi 4/ (—2)3 nuk ka
kuptim né bashkésiné e numrave realé, kurse 3/ (—=2)12 = V23 . ¢

Prandaj, né situatat e kétilla, d.m.th., kur @ <0, n dhe £ jané ¢ift, kurse m numér natyror
tek gjaté thjeshtimit t& rrénjés gjithmoné duhet t&€ kemi parasysh se rrénja pas thjeshtimit a ka
kuptim né bashkésiné e numrave realé, pérkatésisht duhet te shfrytézojmé barazimin

"Vamk = \[|a|™.

Detyra

1. Rrénjét e dhéna zgjeroji me 3:

a) V3% | b)m,péra,b>0, c)f/(—T)z}ﬁ,pérx,y>O.
2. Rrénjét e dhéna zgjeroji me 4:

a) V16 , b)lw,péra,b>0, c)f/(—élT)zoylﬁpérx,y>0.

3. Rrénjét e dhéna zgjeroji pérkatésisht deri te shuméfishi mé i vogél 1 pérbashkét té
treguesve té rrénjéve té tyre:

6 |a’b 4|ab?
a) V2, Y3 dhe V4, b) /T /T dhe ¥2ab , péra,b > 0.

4. Rrénjét e dhéna zgjeroji me pjesétuesin mé t€ madh t€ pérbashkét té treguesve té
rrénjéve té tyre:

a) ¥27a® , ¥Y8a°b3 dhe Y125b° , péra,b >0,
b) Y9a*b® , V/81a®h'2 dhe Valob? , péra,b>0.
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5. Thjeshtoji rrénjét:
1\° i 6’4a2+4a+1 ..
a) (—7) , b)\/a_, C) W,pera,b 0.

1.3. Rrénjézimi i prodhimit dhe herésit

Teorema. Nése a dhe b jan€ numra realé pozitivé dhe n €éshté numér natyror, atéheré

n _n-.m nla _ Na
Va-b=14a \/Fdhe\/;—%.

Me té vérteté, pér fuqiné n té Ya - Vb kemi:
(¥a-B)" = (¥a)" - (¥9)" -

Va (Va)"
kurse pér fu mente—ke (n ) = 7= 7.
o W) ()
Sipas pérkufizimit pér rrénjén kjo do t& thoté se Va - b = Ya - Vb dhe n\/% = % .4

. _ Mo, 28 VB 2
Shembulli 1. V9 -4 =9 -4 =3 2_6’\/;_ﬁ_§"

Duke pasur parasysh faktin se rrénja me tregues c¢ift nuk ka kuptim né bashkésiné e
numrave realé nése shprehja nénrrénj€ éshté numér negativ, gjithmoné kur a <0, b <0 dhe n

n n "Jlal
éshté numér natyror, vlen Va b = \/|a| - V/|b| dhe \/% = % .
||

Eshté e njohur se nése 7 éshté numér natyror tek, Va ekziston pér ¢do numér real a, pra
sipas késaj barazimi prej teoremés shfrytézohet pa vlerén absolute.

Té pérfundojmé, barazimet Ya - Vb = Va - b dhe % = n\/% , pér a dhe b numra realé

n n |al
pozitivé, n éshté numér natyror, dhe Va-b = 3/|a|-/|b| dhe \/% = % , pér a dhe b
"/1bl

numra realé negativé dhe n €shté numér natyror ¢ift, quhen rregulla pér shumézimin dhe
pjesétimin e rrénjéve té cilat kané tregues té njéjté té rrénjés.

Detyra 1. Thjeshtoje shprehjen:
3
a) 4\/16(18,péra;t0, b) 10,perb;to

35 7
Zgjdhe. ) VT6@ = V2 - Y =2-a2,  b) [Tr=] ,— —7 - *
10




Njésia Modulare 1

Shembulli 2. Vlera e/(=36) - (—49) = /|36] - /|—49| = 6 - 7 = 42, kurse pér a < 0

ﬁtohetj J| 2| Jial =2 Jlal =5 ial .+
Detyra 2. Njehso vlerén e shprehjes: a) \/81 - (—=1) - (—x8)
b) Y/(=8) - (—64) - (~125) .
Zgjidhje. a) {/81- (1) - (—x®) = V81 - 3/|-1]- 3/|-x8] =3-1-x% = 3x?% ,
b) 3/(—8) - (—64) - (—125) = V=8 V=64 -/=125 = =2 (—4) - (=5) = —40 . ¢

Detyra 3. Pér cilat vlera t&€ ndryshores x vlejné kéto barazime?
a)Jx-(x+ D) =vVx-vVx+1, b)Jx:-(x2+1)=+vx-Vx2+1,
o x-(x2+2)=Yx-Vx2+2 .

Zgjidhje. a) Patjetér t€ gjitha rrénjét t€ kené kuptim né bashkésiné e numrave realé,
Prandaj, e kérkojmé prerjen prej intervaleve t€ cilat jané zgjidhje té pabarazimeve x > 0, x + 1
dhex - (x +1)>0dm.th., x>0,

b) Pasi x* + 1 > 0 pér ¢do vleré té x € R, patjetér x>0,
¢) Pér ¢cdo vleré t€ ndryshores x. ¢

Detyra 4. Njehso vlerén e shprehjes:

a)4/(2—%)2-4\/1—%-4\/5—%, b) V12a° : V3a?, péra>0.

Zgjidhje. Sipas teoremé&s kemi:

4 1\2 4 1 4 14 1\2 1 1\
a)\/(z—z) -Jl—f-Js—z—J@—a) (-3)(6-9)-
/ g F _3
4 4\/7 2
5

b) Y12a5: 4322 = 132;2 = V4ad, péra>0.+¢
Shembulli 3. Prodhimi /2 - V2 mund t& njehsohet vetém nése rrénjét kané tregues té
nj&jté t&€ rrénjés, pra pérkatésisht i zgjerojmé deri te shuméfishi mé 1 vogél 1 pérbashkét té

treguesve t€ rrénjéve, d.m.th., numri 6. N& két€ ményré prodhimi transformoeht deri

V2 N7 =2 2B = VT e

Detyra
1. Njehso:
a)V16-25-64, b) 3100043,
) 441, g)s 3220a11i pérb,c #0.
2. Njehso:
a) Va3b? -Va’b5c* , péra,b,c >0, b)Va-V6a?-V4-V3.
¢) Y4a2b3: Y2ab péra,b # 0, ¢) V32a5b3: V2a*b5 pér a,b > 0.
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3. Njehso:

a) /64 - (—25) - (—36), b) 4/_781,pérx<0,

5 _32x5 15 . _1* }
¢) Toy,perz;to, ¢) fx((3;2+i)2,perx>0.

4. Njehso:
a) V2x2 - {/3x2y , pérx,y >0, b) 3/4x2y : {/2xy3 , pérx,y>0.

5. Cakto pér cilén vleré t€ ndryshores x vlejné barazimet:

a)J(x+1D?=x+1 b) Jx?(x— 12 =x-(x—1)

1.4. Nxjerrja e shumézuesit para shenjés sé rrénjés, futja e shumézuesit
nén shenjén e rrénjés dhe forma normale e rrénjés

Nése te rrénja VA, shprehja nén rrénjé 4 mund té shkruhet né formén a™™ - b, ku,
a, b> 0, kurse m dhe »n jané numra natyroré, at€éheré mund t€ zbatohen teoremat pér rrénjézim
té prodhimit Y/a™™ - V/b dhe thjeshtim t& rrénjés sé dhéné a™ - Vb . Transformimi té cilin e
kryejmé né kété ményré quhet nxjerrja e shumézuesit para shenjés sé rrénjés.

Pér fuqiné n t& a™ - Vb kemi:
(a"’ -Q/E)” = (a"’ )” -({/E)" =q""b.

Sipas pérkufizimit pér rrénjé vlen Va™™ - b = a™ - Vb sipas késaj vlen kjo teoremé:

Teorema. Nése a dhe b jan€ numra realé pozitivé, kurse n dhe m jané numra natyroré,

atéheré vlen Ya™™ - b = a™ - Vb.

Posagérisht, nése m = 1, atéheré Va" - b = a - Vb.

Shembulli 1. Le té€ jeté a,b,c > 0. Atéheré

a) V8a*b3cZ=323-a3-a-b3-c2 =323 Va3 -Ya-Vb3-Vc? = 2ab3Vac? dhe themi se
2ab éshté shumézues i cili éshté nxjerré para shenjés sé€ rrénjés S, ac?,

b) V28a3h° =v22-7-a%-a-b22-b = V22 -7 -Va?-Va-Vb22 -Vb = 2ab*V7ab dhe themi

se 2ab? éshté shumézues i cili éshté nxjerré para shenjés sé rrénjés vV7ab ,

3 3/.33
3/ spt Vi b*Vbh  abb . ab . .. . e
c) 4 = = =4 ‘é— dhe themi se a—z €sht€ shumézues i cili €shté nxjerré para
125¢ 3| 3353 5¢ 5¢
5 . C23
shenjés sé rrénjés Vb,
¢) Y48 - (x—D*=132%3-(x—D*=V24-V3-/(x —1)* =2|x — 1|33 dhe themi se

2|x — 1| éshté shumézues i cili éshté nxjerré para shenjés sé rrénjés V3 . ¢

10
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Gjaté zgjidhje sé disa detyrave paraqitet nevoja shumézuesin, i cili gjendet para shenjés
sé rrénjés, ta futim nén shenjén e rrénjés. Pér kété qéllim até shumézues e fuqizojmé me
treguesin e rrénjés dhe shprehjen e fituar pastaj e shumézojmé me madhésiné nénrrénjésore.
Ky transformim quhet futja e shumézuesit nén shenjén e rrénjés dhe vlen kjo teoremé:

Teorema. Nése a dhe b jan€ numra realé pozitivé, kurse n dhe m jan€ numra natyroré,

atéheré vlen a™ - Vb = Ya™™ - b .

Shembulli 2. a) 3v/3 = V323 =27,
b) a¥aZ = Ya?-a? = Va5,

0) ab\/ +1= \/(ab)z - J(ab)z &40 — [ab(ab) , pér ab >0,

141 471 1 41 .
);\/;= /(;)';=\/;,perx>0.0

Pérkufizimi. Pér rrénjén e dhéné themi se &shté n€ formén normale, nése shprehja
nén rrénjé nuk pérmban emérues dhe shumézues té€ cilét mund té nxirren para shenjés sé
rrénjés, dhe ka tregues mé té vogél t€ mundshém t€ rrénjés.

Shembulli 3. Te forma normale jané rrénjét V6 , 3aV2a? dhe V4a3 , pér a > 0, kurse

nuk jané né formén normale kéto rrénjé, \/: , ¥8a® dhe V16x , pérx > 0.

Shembulli 4. a)ZaI—Z f% %—Za\/g—Za 134 =2v3a, péra>0,

4| 4a®p* 4| 2%q2p* 2ab* 2_1 b .
b)\/ - z=\/ - z=\/(ag_l)-gzz_lg=a2_1\/2a(a2—1)pera>ldheb>0,

(a2-1) (a2-1)

a—1 1 fa—1+41 a at 1 \/27
©) \/ a2+1 \/az—l te1= \/ a*-1 \/a2—1 -1~ gvu@ -1,

péra>1,
3a“a3 3a(a1) 3a1(b1)
=—-—f — 1) -1 0,
b*-b  a| b3(b—1) b-1 (b-1° b- 1‘/(a )(b — )" pér a =

bqtodhebqtlo

Kur njé rrénjé éshté shkruar né formén normale, shumézuesi racional para shenjés sé
rrénjés quhet koeficient para rrénjés. Poashtu, dy ose mé shumé rrénjé€ t€ shkruara né formén
normale jané té ngjashém nése kané koeficient t& ndryshém, d.m.th., kané treguesin e njéjté
té rrénj€s dhe shprehjen nén rrénjé t& njéjte.

Detyra 1. Cilat prej kétyre rrénjéve jané té€ ngjashme?

a) V3 dhe V12, b)\/%dhe\/%,péra>0,

11
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c) %,mdhevzm, ) 2%,\/@dhe\/%.

Zgjidhje. S€ pari té€ gjitha rrénjét 1 shkruajmé né formén normale, kurse pastaj
kontrollojmé a jané t€ ngjashém.

a) V12 = V22 -3 = 2v/3, pra V3 dhe V12 = 2V/3 jané té ngjashém pasi dallohen vetém te
koeficientét para shenjés sé rrénjés, d.m.th., koeficienti i v3 éshté 1, kurse koeficienti i 2v3
éshté 2

1
b) f / 2a dhe f f% % Jane té ngjashém pa51£ka koeﬁ01ent—

kurse — ka koeﬁ01ent -
a

c 3. E-Z=@,\/216:\/4-9-6dhe\/4_=\/32-5=3\/§.Nuk'anétén'ashém
8 82 1 J &

pasi 3v5. Nuk ka shprehje nénrrénjésore té njéjté me dy rrénjét e tjera,

1 ) 3 e 1_/1_15_JE...
g)\/zz.15_\/z.15_§\/ﬁ,\/6_—\/4 15—2\/Edhe\/%— 15 15 = g Janc

té ngjashme. ¢

Detyra
1. Nxirre shumézuesin para shenjés sé rrénjés:
3 5| 64a®
a) V50, b) /0,024 , c) ,pérx,y>0, ¢) PYTAEE b=+0

2. Fute shumézuesin nén shenjén e rrenjés:

31 1 12 ..
a)2- /5—7, b)3ab2\/% péra,b >0,

a+1 |a*-a3® -0 2x° 4/27 0.
C) a a+1 7pera s 9) 3 4-X2 9perx:'t

3. Rrénjét e dhéna shkruaji né formén normale:

a) x—y 2bc 9x3y4
x A xy—y? 3xyN 8bc

3 a .
¢) |5 —=,pra*b, ,péra 0.
) /a2_2ab+bz péra ¢ -5 o bera

4. Cilat prej kétyre rrénjéve jané t€ ngjashém, pér a,b > 0?

a) V9a2b* dhe V274308, b) V50ab? dhe V12043,
3 /27b a
C) 2 dhe 3\/; .

5. Vérteto se jané rrénjé€ t&€ ngjashme 2 Valb, ZV ab® dhe ab ’ai_b ,péra,b>0.

,perx>y=>0, b) ~—

, pér x,y,b,c >0,

12
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1.5. Operacionet me rrénjé

Mbledhja dhe zbritja e rrénjéve

Mblidhen, pérkatésisht zbriten vetém rrénjét e ngjashme. Poashtu operacioni pérkatés
(mbledhja ose zbritja) kryhet me koeficientét e tyre.

Shembulli 1. 2) 2v3 + 5V3 = (2 +5) - V3 = 7V3,
b) (3¥a + 5¥Y8a — 11327a = 33/a + 5V23a — 11V/33a =
=3Va+10Va—-33Va=(3+10-33)-Va,péra>0,
c)2x/?+%x/$—%x/ﬁ+x/5=2a\/5+3a\/——3x/3+x/—=
= (2a + 3a)Va + (=3 + DVb = 5ava — 2vb , pér a,b > 0

3
¢) 2aVa*b - 3aVab* - a \/72+2b33\/7—2a\/a3 a-b-3aVa b3 b-a? bab %+2b3 l-%=

= 2a%¥ab - 3ab3/ab - abVab + Vab =
= (2a% — 3ab — ab + 2b*)Vab = (2a* — 4ab + ab?)Vab = 2(a — b)?*Vab ,péra,b >0 . ¢

Shumézimi dhe pjesétimi i rrénjéve
Shumézohen, pérkatésisht pjesétohen rrénjét té cilat kané tregues t&€ njéjté t& rrénjés.

Poashtu operacioni pérkatés (shumézim ose pjesétim) realizohen me shprehjet nénrrénjésore
té tyre dhe prodhimi pérkatésisht herési ka tregues t€ njéjté t&€ rrénjés.

Shembulli 2. 2) /532 =352 = Y10
b)Va - Va = Ya? Va2 = Ya® a2 = Vab , péra>0,

c)(%:W=1W:1W=I@=1W

12/8a > 212a" b° _ liz5—
= —_——— = —_—r— = >
2 1 R "V2a7b5 , pérab>0.

Fuqizimi dhe rrénjésimi i rrénjés

Teorema vijuese i cakton rregullat pér fuqizim dhe rrénjézim t€ rrénjés.

Teorema. Nése a €sht€ numér real pozitiv, kurse m dhe n jan€ numra natyroré, atéheré

vlejné barazimet: (’(/H)m = Ya™ dhe Va = ""a .

Me té vérteté, pér n fuqgia e (%)m kemi:

(=)} =y =(( @) | =a

Prej pérkufizimit pér rrénjé kemi se Va™ = (%)m

13
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Ngjashém, pér nm fuqia e V™Va kemi:

(n%) =((”’{’/{7) J z(%)m=a
Prej pérkufizimit pér rrénjé kemi se "Va = V'Va . ¢
Barazimin (%)m = Ya™ e quajmé rregull pér fuqizim t& rrénjés, kurse V¥a

rregull pér rrénjézim té rrénjés.

Shembulli 3.

a) (V2)" = V16 = 2¥2,

b) (Va3b)’ = Va®b? = a*bvab , pér a,b > 0,
)V¥5 =15,

OVavZ =V WZ=VV22 2= {8

d) *[5x,/xy = ¥5x - 3/w/xy = /25x2 - ¢/xy = {/25x3y , pérx,y > 0. ¢

Detyra 1. Kryeji operacionet e shénuara:

) 1612 -%3\/4x,pérx>0,

b)(ig+m+2\/g—\/g>-m,péra>0

¢) (V8a®h® — ab¥8a*b® + ab?V2a*?) : V2ab , pér a,b > 0

Q)W;W,péra>0.

Zgjidhje. a) 16\/2_-%3 4x = 16 -%- J@2x)3 - (4x)2 = 423 - x3 2% - x2Z =
=4-2-2x5 = 8V2x5 ,

o (e vmasafi- F) v
=a\/g+m+2\/%-?_\/5:

=ava+2a+2a-2=ava+4a—2 R
¢) (V8a®h® — ab¥/8a*h® + ab?V2a*?) : Y2ab =

_¢[8a®® (8a*p°)° 2*[2a"D _
=N Zap ~ (ab)’ +ab®Zap =
= V4a*b® — ab'¥8a5b7 + ab?Va3 = ab?V2 — ab'¥/8a°b7 + ab?Va3
3
0) Vifaz - 3a* : /a\/a- YaZ = (J%/az -1/3~/a4) . (% YVa - f/%/az) —

— (Y@ -Ya7) : (Va-Ya- V) = 18/—2‘22?&22 -

14



Njésia Modulare 1

Detyra

1. Njehso:

a) (V2 +3)°, b) (1 -va)® péra>0, 0) (1-2v3)°,
Q)1/2\/2\/§, d) 44/a33\/a2\/a,péra>0.

2. Njehso:

a) 3aVa® - 2a?Va ,péra>0,

b) Yab? - Va3bc? , pér a,b,c >0,

c) 6aVa?z — b2 : (—3am) ,pér a > 0,|b| < a
¢) Ya2b5c* : Vab2c? | pér a,b,c > 0.

3. Njehso:

a) 3v2 + 5v8 — V128 + V32,

1 ’a+1 ’ 1 ..
b)a\/;+2\/5—5 m+(a+1) m,pera>l,

4. Kryeji operacionet e shénuara:

3
12244 b) Va¥a® + Va3¥a? - 2V a? Va3

2 135 15(387-23%)°

5. Njehso: Va5 - Va2 : (Va7 - 'ValT) , péra>0.

1.6. Racionalizimi i eméruesit té thyesés

N¢ praktiké shpesh hasen shprehje t€ cilat te eméruesi pérmbajné t€ paktén njé rrénjé.
Meényra me t€ cilén shprehjet e kétilla i shkruajmé me shprehje té cilat jané identike me ato
dhe poashtu nuk pérmbajné rrénjé te eméruesi quhet racionalizimi i eméruesit té thyesés.

Pér té realizuar até ményra duhet eméruesin e thyesés ta zgjerojmé me shprehje té€ atill¢ ashtu
qé shprehja e re, te eméruesi, nuk do té pérmbajé rrén;jé.

Nése thyesa ka emérues VA™, ku m < n, atéheré e zgjerojmé me VA" ™, pasi prodhimi
A™ - Y/ An=m = A nuk pérmban rrénjé.

5
Shembulli 1. a) o do ta racionalizojmé nése thyesén e zgjerojmé me vV22-1 = V2, pra

s 5 I_sE_sv
eml.ﬁ—ﬁ \/7—\/?_ 2

1 1 1 31/52 31/52
1 T 3/E3-1 _ 3/c2 . _ . _
b) 7 do ta zgjerojmé me V5 V52 dhe kemi: TS _SJE “

sé& pari do ta nxjerrim shumézuesin para shenj€s s€ rrénjés, d.m.th., PR kurse

3
c) 5

15
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3 _ 3 Ya*_3Ya
az%_azw W_ a3

pastaj do ta zgjerojmé thyesén me Va* , pra kemi: ,péra>0.¢

Nése thyesa ka emérues t€ llojit VA++VB,VA—+B ,A++B ose A—+/B, atéheré e

zgjerojmé me VA—+VB , VA++VB , A—VB , A+ VB pérkatésisht, pér ta shfrytézuar
formulén (a + b)(a — b) = a® — b?.

Shembulli 2. a) thyesén > do ta zgjerojmé me V3 — /2, pra kemi:
V3+/2

_ 5(v/3-v2 L : .
ﬁi/f — ﬁfﬁ . ://—%—\/‘/g = (\/§+\(/§) ( ‘/52 ﬁ) . Te prodhimi i emé&ruesit mund ta shfrytézojmé
formulén (a + b)(a — b) = a? — b? , pra kemi:

5(V3-v2)  5(V3-+2) 5(V3-42)
(Br2)(B-3) V7 Nz 32
2x-4y _ 2x-4y _JE—J?;__(ZX—4YXV§—VGBO__
VE-2y  VE-2y VE-2y | Je-J@n?

te eméruesi fitohet shprehja e cila mund té thjeshtohet me numéruesin, pra kemi:

 2(—2y)(VE+y2y)
- x—2y

=5(\3-2),

b)

=2(Vx +/2y) ,pérxy>0dhe x = —2y . ¢

Kjo do té thoté se nése te eméruesi i thyesés kemi shprehje v A + VB , atéheré sé pari mund ta
zgjerojmé me v A + VB, kurse pastaj me A — VB, por mund t& punojmé edhe né kété ményré:
sé pari ta zgjerojmé me v A — VB, kurse pastaj me VAZ — B. Né ményré analoge realizohet
edhe pér thyesén me emérues v A — VB.

Detyra
1. Racionalizo eméruesin e thyesés:
2 23 Xy .
L L2 >
a)m, b)S—ﬁ’ c)x_y_yﬁ,perx,y Odhex #y,
a V117 5 a?-4b® .
T > d dh) —— >
¢) 3z -pera>0, ) AT 3oz QG er=o

1.7. Fuqia me tregues numér racional

Pérkufizimi. Nése a éshté numér real pozitiv . &shté numér racional ku m &shté numér

m
i ploté, kurse » numér natyror, atéheré an = Y/a™ quhet fuqi me tregues numér racional.

1
Posacérisht, nése m = 1, atéheré an = Va.

Nése i kemi parasysh operacionet me fuqi, atéheré vlejné barazimet:
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m 1 m 1
a" =\ag” :(a”’)n

1 3 2
Shembulli 1. 22 =2, 87s = V83, 643 = 1642 jané shembuj t& disa fugive t&

shkruara si rrénjé. ¢
1 4 2
Shembulli 2. (/100 = 100z, 3/(8a)* = (8a)3, Y9x2 = (3x)s jané shembuj té disa

rrénjéve t€ shkruara si fuqi. ¢
k1 mo N1
= g.praa n =|an =—w ==
() @

Prej fuqisé me tregues numér i ploté veln a™

Sipas késaj, vlen:
Teorema 1. Nése a &shté numér real pozitiv dhe % &shté numér racional, ku m &éshté 1

m
m .

an

ploté, kurse » numér natyror, at€¢heré a » =

. . . . . o o . . .. m .. .. o e . ..
E keni t€ njohur se shénimi i numri racional me thyesén g Nuk &shté€ i njévlershém. Pér

.. Prej késaj qé pér ¢cdo numér pozitiv a vlejné barazimet:

3 6 9
shembull, 1812
m-k\ Tk
(aﬁ) = a™*, ku m éshté numér i ploté, kurse n dhe k jané
mk
n kané t€ njéjté nk fuqi.

m nk
(an) = a™* dhe
numra natyroré, mund té pérfundojmé se numrat pozitivé ar» dhe a
Kjo do té thoté se kur shkruajmé fuqi me tregues numér racional, paraqitja nuk varet prej asaj
. . .. .. .. m .. . .
cila thyesé, €shté e barabarté me oy do ta shfrytézojmé.

3 1
Shembulli3. 96 = /93 =V/9 =92 =3 . ¢
1 2 1
Shembulli 4. a) (—8)3 = ¥—8 = -2, kurse pér =3 kemi:
Y/ (=8)2 = V8% = 2. Domethéné, fitojmé (—8)§ * (—8)2 qé€ nuk éshté e mundshme,

(-8 =
b) (—9)z = V-9 nuk ka kuptim n€ bashkésiné e numrave realé. ¢
Vérejtje. Shprehja an, pér a numér real negativ dhe n # 1 nuk &shté pérkufizuar.

m m

m

Teorema 2. Pér ¢do numér real pozitiv a dhe b dhe pér ¢do % dhe s numra racionalg,

m 14
n q

ku m dhe p jané té ploté, kurse n dhe ¢ jan€ numra natyroré, vlejné kéto barazime:
m_p A
3) (ab)* =a"b*,

m P m._p

1) grsat =a" ¢, 2) a* :a¥=a y
m m

a\n» a’ m P mp
H|2]" =% 5) (a")* =a”*

b m ° - g

bn
17
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Me t€ vérteté, prej pérkufizimit pér fuqi me tregues racional dhe rregullat pér operacione
me 1rénjé, kemi:
m P mq pn mq+pn mq pn m_p

]) a”" _aq :anq .aa :”\‘l/amq -‘I\’yapn :”‘/ amq _apn g ’(I/achpn =a ng :am[ nq :an q

2>

m y 4 mq pn mq—pn mq pn m_p
2) a; il anq .at/n _'7\‘1/amq ,(l"apn _ '7\4/af71q ,apn _ "\(I/amq»‘un =q ng  __ anq nq _an q
m m
3) (ab) n d(ab)ﬂl - 7 "lb”l N’alﬂ . "'b"l — a” ‘b"
b
))I IN
m ,"
a a a
m " i ="
b b bn

m P m mp mp m p
5) (a" )q — d (a,, )1) — ‘l’n/amp =‘I'" amp — aqn — an q 4

Detyra 1. Njehso:

2

00275 +(15) 7, ) (a3 be) : at pérab>0

1 -0,25
a) 81925 | b)372-273, o) (%)

1 1 1
Zgjidhje. a) 81925 = (3%)7 = V3% = 3 0s¢ 81%2° = (3%)1 =3% =31 =3,

b)3_2-27§=31—2-3{/ﬁ:3_12.3=%
— 2 1 2 (2
o (L)% 0o2n + (12) = ()Y 4 (3)% 4 (9T
- -2
A E) ) s 2B g
¢) (aéb%) : a% = ag_%-b% = a%b% — (aSbZ)% — 1W

Detyra
1. Shkruaji si rrénjé kéto shprehje:

1

a)x 73, b) a=05 | O+1)z, oG—y) 1, d*f@a=b".

2. Jan€ dhéné rrénjét t€ shkruara né formé t€ fuqive me tregues racional:

a) Va, b) "Va?, c) \/; ¢) Va2, d) ¥/(a—b)™

3. Kryeji operacionet e shénuara me fuqi:

a) X3 XT3 x028 , b) (x% — y%) (x% + y%) , ¢) 977 + 0,25_2 :
4. Njehso:

a) (X% + yé) (xé — y%) R b) (x% — x% — x%) : x% ,

¢) (x% — y%)z , ) (aé + 1)3
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5. Thjeshtoje shprehjen:

3
-2 3 2

a) (x% + xi) , b) (16615b‘2)4

1.8. Shprehjet iracionale

Deri tani u njohtém me kéto gjashté operacione me numra: mbledhje, shumézim, zbritje,
pjesétim, fuqizim (me numér natyror dhe tregues té ploté) dhe rrénjézim. TE gjitha kéto
operacione quhen, me emrin e pérbashkét, operacione algjebrike, prej té€ cilave pesé té€ parat
quhen edhe operacione algjebrike racionale, kurse rrénjézimi — operacion algjebrik
iracional.

Pérkufizimi. Shprehjet te té cilat jané pérfagésuar numér heré pérfundimtar vetém
operacione racionale, quhen shprehje racionale, kurse shprehjet te té cilat pérveg
operacioneve &shté pérfagésuar edhe operacioni rrénjézim, quhen shprehje iracionale.

Me emér té pérbashkét shprehjet racionale dhe iracionale i quajm'é shprehje algjebrike.

Shembulli 1. Shprehjet rac10nale jané: 2ab — 3a?, 5x*y 2 + 3,% kurse shprehje

2 1 >
iracionale jané shprehjet: 2 + V3, 5x — 3/xy? .

Shprehjet iracionale, njéjté sikurse edhe racionale, mund té€ pérmbajné ndryshore, ose té
mos pérmbajné ndryshore. Fushén e pérkufizimit D t€ c¢do shprehje iracionale, d.m.th.,
bashkésiné e vlerave t€ ndryshores (ndryshoreve) pér té€ cilat shprehja iracionale e dhéné ka
kuptim, do ta caktojmé prej kushteve: shprehja nénrrénjésore e rrénjéve me tregues cift té
rrénjés té jené jonegativ dhe eméruesi te shprehjeve t€ jené t€ ndryshme prej zeros.

2 Vx+5+3

Shembulli 2. Fushén e pérkufizimit t€ shprehjes iracionale e ot

caktojmé prej

kushteve: x +5>0,x# 0 dhe x—4 # 0, pérkatésisht: x > —5x# 0 dhe x #4 .
Domethéné, kemi D = [—5,00)\{0,4}. ¢

Né t& gjitha detyrat te t& cilat duhet t’1 kryejmé operacionet dhe t’i thjeshtojmé shprehjet,
pérve¢ nése nuk &shté theksuar ndryshe, do té€ llogarisim se tanimé &shté caktuar fusha e
pérkufizimit t&€ ndryshores (ndryshoreve).

Detyra 1. Kryeji operacionet e shénuara dhe thjeshtoje shprehjen:

a)—2yi/}%:3x\/§, b)(ﬁ—m)i(‘/ﬁ—l).

Zgjidhje. a) S€ pari ke ja onpenenume neGUHUALIMOHATa 00JacT Ha u3pasure. Taka, of

%2 0,cneqyBanekay>0ux>0,mmy<0ux<0.JacHo, ony2 # 0 cienyBa nekauy # 0.

Domethéné, x,y € R \{0} dhe xy > 0. (SEGA) i sjellim rrénjét e dhéna né tregues t& njéjté té
rrénjés, kurse pastaj njehsojmé herésin, pra kemi:

X fv x yY -2y
2y3|—3x,[===2ys|| = | :3xg|| = | =—=5
y° X y* X 3x
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b) Pér fushén e pérkufizimit kemi
1-a>0dmth a<1;
1+a=>0dmth.a>-1;

1-a%*>0dmth. —1<a<1dhe
1-V1—-a?#0dmth.a#0.
Domethéné, fusha e pérkufizimit éshté D = (—1,0) U (0,1) .
Pér a € D, shprehjet i sjellim n€ emérues té pérbashkét, kurse pastaj i thjeshtojmé:
1 1
:( ! _MMM 1 _WJ:[ 1 _MJ.[I_M}
Ji-a Ji-a ‘ \/l—a2 \/l—a2 Jl-a l-a ) \/l—az

_IANa Ni-d’ =\/l—a-\/1+a=m"
Vi-a l=~=a> Vi-a

Te detyrat e kétij lloj duhet té€ zbatohen operacionet me rrénjé, né ményré korrekte té
kryhen rend ii operacioneve dhe né fund rrénjét, nése ka, t&€ shkruhen né formén normale.

Detyra
1. Cakto fushén e pérkufizimit t€ shprehjeve:
\/_—\/x+ Vx+2-3x V2x—1+x
) x— 3 b ) x+2 ’ ) ‘/F 5
1 1
2. Vérteto se: +‘/_ - =4

3. Kryeji operacionet e shénuara dhe thjeshtoje shprehjen:

(\/ésﬂ \/—42 3]3—]([ £11),

4. Kryeji operacionet e shénuara dhe thjeshtoje shprehjen:

a—4 a+~N8a+2 .
0_2\/%+2: TS , péra =26.
5. Cakto numrin natyror mé t&€ vogél, pér té cilin éshté pérkufizuar shprehja 3://—%
DETYRA PER PERSERITJE
1. Njehso:
a) V652 — 632, b) V128, ¢) ¥0,0081 , ¢) V54 + Y108 — V135

2. Cilat prej kétyre rrénjéve kané kuptim né bashkésiné e numrave realé?

8 4
a) ¥=625 , b) ’(_3—9)3 ¢) . 7—%+%, ¢) 3/=3,25

3. Pér cilat vlera t€ ndryshores x, rrénja ka kuptim?
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a) Vx +5, b)¥12=4x, o). % ¢) V(2x —4)(x +6)
4. Thjeshto:
3 3

DY, b [ 0 (-3) - ) VI6x*, piérx < 0.
5. Rrénjét e dhéna zgjeroji me 5:
a) V32, b) Ya*b , péra,b >0, ¢) Y/ (=3x)8y2 pérx,y > 0.
6. Thjeshtoji rrénjét:

16 1 10 4 .
a) 'Y64, b {(-3) - ¢) V(=6xH Ty , pérxy > 0.

7. Rrénjét e dhéna zgjeroji pérkatésisht deri te shuméfishi mé i vogél 1 pérbashkét té treguesve
té tyre t€ rrénjéve:

4 2
) V5, 37 dhe V2, b)(S/“ZSb ,4/“34” dhe"/“;—bpéra,b>o

8. Rrénjét e dhéna thjeshtoji me pjesétuesin mé t&€ madh t& pérbashkét té treguesve té tyre té
rrénjéve, pér a,b > 0:

a) Y81a® , Y64a'®h® dhe ‘¥/25a1°, b) V9a*b8 , 81a®bh'? dhe V254102 .
9. Njehso:

15
a) V=64 x3, b) % , ©) 3220a10 pérb,c # 0, ¢) Va*bh? - Vadb®cl* pér a,b,c > 0
4
d) V2743 - V64a? - V25a - Y5a°, dh) \/8x5y? : {faxy?  pérx,y>0, e) ( . 2;)2, pérx > 0.

10. Cakto pér cilén vleré t€ ndryshores x vlejné€ barazimet:

a)y(Bx+2)2=3x+2, b) V4x?(x +1)2 =2x-(x+ 1),

11. Nxirre shumézuesin para shenjés s€ rrénjés:

9
2) V90 , b) 30054, ¢ 4/8%8  pérxy >0, ¢) 243‘; b#0.

12. Fute shumézuesin nén shenjén e rrénjés:

3)5_3’%+%’ b)a+3 / pera>0 c)%‘}/z:c; ,pérx # 0.

13. Rrénjét e dhéna shkruaji né formen normale:

6a’b 3| 5¢*° .. 2ay4 9x°b*
/— > = >
a) =3 s P& a,b,c>0, 3% |8aly? , pér x,y,a,b > 0,

14. Njehso, pér a,b,c > 0, |b| < a:

a) (V7 +v2)°, b (a-vad)', o /a aNa , ¢) 4a?Va? - 245%a
d) 27a*VYa? — b? : (=9a¥a + b) dh) Ya?b5c* : Vab?c? .

15. Kryeji operacionet e shénuara:

3)3/224' /ﬁ , b)\/aS\/aW-\/a33\/ax/a,péra>O.
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RRENJET

16. Racionalizo eméruesin e thyesés:

6 V10-y3 X /y-yVx
a)%, b)\/ﬁ+\/§ , ) ———— iy pér x

Jv>0dhex #y

17. Kryeji operacionet e shénuara:

1 L
a) (27,,3) " b) (32 - 52) - ((2 ~154)-(2+ 15%)) : ¢) ((55)7 - (232) ) 461
18. Cakto fushén e pérkufizimit t& shprehjeve:

Vx3+1-vx b V3—2x—x
a) (x—3)(x+1)°’ ) Vx )
19. Kryeji operacionet e shénuar dhe thjeshtoje shprehjen:

305, _3+V5 [1+a /u),./fl_ 7 piraci
a) (‘/§+‘/§)2+(‘/§_‘/§)2 s b) ( 1_a+ TTa a®,péra € [-1,1]
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2. FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE NE TREKENDESHIN
KENDDREJTE

2.1. Funksionet trigonometrike té kéndit té ngushté

Matja e kéndeve

Ekzistojné ményra t€ ndryshme pér t€ shprehur madhésiné e kéndeve. Deri tani, si njési
matése pér matjen e kéndeve e shfryt€zojmé shkallén.

Té€ pérkujtohemi se njé shkallé (1°) pérkufizohet si 1/360 pjes€ prej gjysmés s€ kéndit
té ploté. Njési mé t&€ vogla jané njé minuté (1') e cila pérkufizohet si pjesé 1/60 prej njé
shkalle dhe njé sekondé (1") e cila pérkufizohet si pjes€ prej 1/60 njé minute, pérkatésisht
pjesé prej 1/3600 njé shkalle.

Duke i shfrytézuar raportet

I'= L , 1'= L , 1°=60" dhe 1'=60"
60 3600

mund ta shndérrojmé madhésiné e kéndit t€ dhéné né shkallé, minuta dhe sekonda né formé
dhjetore té shkalléve dhe anasjelltas.

Shembulli 1. Shndérrimi kéndit 14°36'54" prej formés dhjetore.

14°36'54" =14° + 36 + 4 =14°+0,6° +0,015° =14,615°. ¢
60 3600
ITpumep 2. Shndérrimi kéndit 72,568° né shkallé, minuta dhe sekonda.

slika

Né vazhdimé do té€ futim njési t€ re pér matjen e kéndeve. Pikérisht, madhésia e kéndit
gendror te vija rrethore te harku pérkatés e ka gjatésiné té barabarté me gjatésiné e rrezes sé
asaj vije rrethore, quhet njé radian dhe shénohet me 1 rad (fig 1).

Vlejné kéto rregulla pér shndérrimin e njé njésie matése né tjetér:

e Shumézoji shkallét me & , pér té shndérruar né radian. R

o

e [ToMHOXU TH pajijaHUTE CO , pér t€ shndérruar né shkallg.

Detyra 1. Shprehi né radian kéndet t€ dhéna né shkallé:

a) 30° b) 100°11'15"
TU TT
Zgjidhje. a) 30°=30- —=—~0,52rad
giidhje. 2) 180 6
b) 100°1115" =100 2+ 11— " +15.— . % <] 7rad. +

180~ 60 180 ~ 3600 180
Detyra 2. Shprehi né shkallé kéndet t€ dhéna né€ radian:

/I
a) 0,2 b) =
) ) 3
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Pemenmne.

2) 0,220,280 L1150 21130 by EoT 1807 oo s

T 3 3 =

Sinusi, kosiusi, tangensi dhe kotangensi prej kéndit té ngushté

Do té pérkufizojmé katér funksione, t€ quajtura funksione trigonometrike t€ kéndit té
ngushté, me ndihmén e trekéndéshit kénddrejté. Te trekéndéshi kéndi prané kulmit &shté kénd
i drejté (90°), kurse dy té tjerat prané kulmeve jané kénde té ngushta (vizatimi 2). Brinja AB
pérballé kéndit t€ drejté€ quhet hipotenuzé. Nése e shénojmé me 0 njéri t€ kéndeve t€ ngushta
te trekéndéshi, at€heré brinja BC quhet kateta e pérballté, kurse brinja AC quhet kateta e
shtriré pér kéndin 0.

Ta shqyrtojmé trekéndéshin kénddrejt¢é ABC dhe segmentet
B,C;, B,C, dhe B;C; té cilat jané normale né€ katetén AC
(vizatimi 3). Ato segmente jané katet€ t& trekéndéshave
kénddrejté AB,C;, AB,C, dhe AB;C; té cilat kané kénd té
pérbashkét o me trekéndéshin kénddrejté ABC.

Trekéndéshat kénddrejté jané t€ ngjashém, kurse
trekéndéshat pérkatés jan€ proporcional, pérkatésisht vlen:

BC, B,C, B,C; BC AC, AC, AC, AC
AB, AB, AB, AB’ AB, AB, AB, AB
BC, _BC, B _BC, AC, _ 4G, _ AC _ E.
AC,  AC, ACG;  AC  BCG  B,G, B BC 4 cc ¢ €
Sipas késaj, pér kéndin e dhéné€ o, raportet ndérmjet Vizatimi 2
gjatésive té brinjéve pérkatése t€ trekéndéshave kénddre;jté
prej vizatimit 3 jané konstante.
Por, nése ndryshon madhésia e kéndit a atéheré do t€ ndryshon edhe vlera e raporteve.
Me fjalé t€ tjera, raporti prej gjatésive t&€ dy brinjéve te trekéndéshi kénddrejté varet prej
madhésis€ sé kéndit t€ ngushté t€ atij trekéndéshi. Prandaj, ato raporte kané¢ marré emra té
vecanté

% quhet sinus prej kéndit dhe shénohet me sina pérkatésisht sina = £

AL AB
AC . s " g AC
== quhet kosinus prej kéndit dhe shénohet me cosa pérkatésisht cos a :ﬁ

. . : BC
£ quhet tangens prej kéndit dhe shénohet me tga pérkatésisht o =—dhe
AC te AC
AC e 1 , o AC
Zc quhet kotangens prej kéndit dhe shénohet me ctga pérkatésisht czga =B=C'

Paraprakisht funksionet e pérkufizuara té cilat e japin varésiné ndérmjet gjatésive té
brinjéve te trekéndéshit kénddrejt€ dhe kéndeve t€ tij té ngushté quhen funksione
trigonometrike. Ato mund t’i shprehim edhe né kété ményré:

sino =2 = gjatésia e katetés sé pérballté pér a
c gjatésia e hipotenuzés
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gjatésia e katetés s€ shtriré€ pér a

b
COS a == . .. . . ..
gjatésia e hipotenuzés ¢

o

gjatésia e katetés s€ pérballté pér a

a
go=—= PR o Ten n
b gjatésiné e katetés s€ shtriré pér a

gjatésia e katetés s€ shtriré€ pér a
gjatésing e katetés sé€ pérballté pér a

Shembulli 1. Pér funksionet trigonometrike prej p c
. €ndit t&€ ngushté te drejtkéndéshi ABCD te vizatimi 3 kemi

b
cligo=—=
a

. b a b a
sin[J=—, cosll=—, tgll=— dhe cte[1=—"_ ¢ -
d A 95 5)

Detyra 2. Eshté dhéné trekéndéshi kénddrejté katetét A a B
e t€ cilit jan€ 3 cm dhe 4 cm. Caktoji funksionet Lprex 4
trigonometrike (vizatimi 4).
Zgjidhje. Sipas teoremés s€ Pitagorés mund ta
njehsojmé gjatésin€ e hipotenuzes. Kemi se vizatimi 5 B
?=a®+b, 02:32-1-42, =25 c¢=5.
Pér kéndin a gjejmé se

: 3 4 3 4
sinao=—, cosa=—, tgo==— dhectga=—. o
5 5 4 3 y
C 4

Vizatimi 4

Pér kéndin B gjejmé se
sinB=%, cosB:%, zg5=§ dhe ctgp =%. .
Funksionet trigonometrike sinus dhe kosinus jané€ pérkufizuar dhe pér kéndin zero dhe
kéndin e drejt€ me: sin0=0, cosO0=1, sing =1 dhe cos g =0.
Gjithashtu pérkufizohet
tg0=0 dhe ctg gz 0,

ndérsa tg%dhe ctg0 nuk jané pérkufizuar.

1. Shlyej dhe plotéso kété tabelé

Shkalle |0 |30 60 180 360

Radian

i i
4 2

2. Cakto funksionet trigonometrike prej kéndit a te trekéndéshi kénddrejté nése jané
dhéné t€ dy katetét a dhe b.
a)a=5, b=12 b) a=3, b=5,2.
3. Cakto funksionet trigonometrike t&€ kéndit a te trekéndéshi kénddrejté nése jané dhéné
kateta a dhe hipotenuza c.
a)a=8, c¢=10 b) a=9,8, ¢=12,6
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4. Njehso syprinén e trekéndéshit kénddrejté ABC, me katetétén e dhéna
1
a=4 dhe sina=g.
5. Njehso perimetrin e trekéndéshit kénddrejté ABC, me hipotenuzén e dhéné

c¢=5 dhe cosa=i.
5

2.2. Funksionet trigonometrike té kéndeve komplementare

Dy kénde quhen komplementare nése shuma e tyre €shté kénd 1 drejté. Pér shembull, té
dy kéndet te trekéndéshi kénddre;jté jané kénde komplementare. Nése o €shté njéri t€ kéndeve
té ngushta te trekéndéshi kénddrejté ABC (vizatimi 5), at€heré kéndi = 90°—a €shté kéndi 1

tij komplementar. Nése a &shté dhéné né radian, at€heré E—OL éshté kéndi 1 tij komplementar.

Kéndi komplementar i1 kéndit 0° éshté kéndi 90°, ndérsa kéndi komplementar i kéndit prej 90°
kéndi prej 0°.

Detyra 1. Cakto kéndin komplementar t€ kéndit a nése: B
a) o= 37° b)az%. a
Zgjidhje. Kemi se
a) 900]1—a =900 -37°=53°
T n n St 2n 3m C
D) -e=2-T 10 10 10" Viatimi 5

Te vizatimi 6 t& dy kéndet e ngushta a dhe f te trekéndé€shi kénddrejté ABC jané
komplementare. Brinja a €shté kateta e pérballté pér kéndin a, kurse kateta e shtriré pér kéndin
B, ndérsa brinja b €shté kateta e shtriré€ pér kéndin . Sipas késaj, pér funksionet trigonometrike
té kéndeve o dhe B (me kusht o, # 0° dhe B = 0°), kemi se

sinazﬁzcosﬁ, cosazézsinB,
¢ c
a b
tgo =—=ctgp, ctgo =—=1tgp.
b a
prej ku fitojmé se
sino =2 = cos(90° — ), cosa = b_ sin(90° — ),
¢ c
a o b [0}
tgoL = 3 =ctg(90° —a), ctgo.=—=12(90° —).
a

Vérejtje. Pér kéndet komplementare 0° dhe 90° &shté e sakté se
sin0° =cos90° 1 cos0® =sin90°, Ho 1g0° = ctg90° m ctg0® = 1g90°,
Shembulli 2. Me njehsimin e drejtpérdre;jté fitojmé se

co0s 70° =sin(90° —70°) = sin 20°, sin10° = cos(90° —10°) = cos80°,
gt =ctg| Z-Z|=ctgZ ctgt=tg| Z-Ll=rgZ o
86 276y 86 ¥276) %Y
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Detyra 3. Thjeshtoje shprehjen:
3tg20° +4ctg70°
5tg20° —ctg70°
Zgjidhje. Me zbatimin e formulave pér gjetjen e funksioneve trigonometrike té
kéndeve komplementare gjejmé se

a) sin40° +4c0s50° = c0s(90° —40°) +4cos 50° =
=¢0850° +4¢0s50° =5¢c0s50°

3tg20" +4ctg70°  3tg20° +41g(90-70")

5tg20° —ctg70°  5tg20° —1g(90—70°)
_31g20° +41g20°  71g20° 7

= =—. ¢
5tg20° —1g20°  4tg20° 4

a) sin40° +4cos50° 0)

0)

Detyra 4. Njehso kéndin o, nése SLIKA
Zgjidhje. Me zbatimin e formulave pér gjetjen e funksioneve trigonometrike t€ kéndeve

komplementare gjejmé se
S L I K A

prej ku vijon se SLIKA
Me njehsimin e drejtpérdre;jté fitohet se o = 60°. ¢

Detyra 5. Njehso, me shfrytézimin e kalkulatorit
a) sin 24°+ cos34° 0) tg67°— 4ctg77°
Zgjidhje. a) sin 24°+ cos34°~ 0,406737 +0,829038 =1, 235775 .
0) 1g67°— 4ctg77° = 2.355852 4 - 0,230868 =1.43238. ¢

Detyra

1. Njehso vlerat e kétyre funksioneve trigonometrike:
a) cos57° npeky sin33° b) sin 77.77° npeky cosl2, 23°

¢) ctg 21;: HpEKyY tg% ¢) tg (% —1,0785j npeky ctgl, 0785 .
2. Njehso kéndin a, nése dihet se:
a) cos(a+10°% = sin30° b) tg35° = ctg(a —15°).
3. Thjeshto shprehjet:
3sin35° +5c0s55° sin40° - cos 50°
a) : b) —; o
2sin35° sin“ 40° 4+ cos~ 50

4. Nése o +p = 90°, thjeshto shprehjet
a) sino +cosf b) sin a—cosf} v) sin ? oL+ cos? .
5.Nésea +f = 90°, (aa#0°uB= 0°), Njehso vlerén e shprehjes:
sin o 5 tgo ) Sinatcosa
cosf3 ctgf sin3 +cosf
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2.3. Vlerat e funksioneve trigonometrike
té disa kéndeve

Gjaté zgjidhjes s€ problemeve t€ ndryshme né gjeometri shfrytézohen funksionet
trigonometrike t€ kéndeve 60°, 30° dhe 45°. P&r njehsimin e funksioneve trigonometrike té

kétyre kéndeve do t’i shfrytézojmé vetité e funksioneve trigonometrike té kéndeve
komplementare.

Ta shqyrtojmé trekéndéshin barakrahas ABC me brinjé 2 cm
(vizatimi 8). Prej gjeometris€ dihet se lartésia AD e 1€shuar prej
kulmit A paraget njékohésisht simetrale t&€ kéndit prané kulmit A si
edhe simetrale e brinjés s€ pérballté BC. Sipas késaj, kemi se

BD=1BC=L.21 dhe
2 2
1 1 Vizatimi 7
/DAB = ELCAB = 5-600 =30°.
Me zbatimin e teoremés s& Pitagorés pér trekéndéshin C

kénddrejté te vizatimi 9, fitojmé se ABD
AD ‘+BD ‘= 4B

. . D
prej ku vijon se
Ez =2%2_12 =3, OZHOCHO sz/g 1
Tani mund t’i njehsojmé vlerat e funksioneve 30° 60
trigonometrike pér kéndet né trekéndéshin ABD A 2 B
Gjejmeé se Vizatimi 8
sin30° =£=l, cos60° =sin30° =l
AB 2 2
cos 30° :A=D:£, sin60° = cos30° :ﬁ
AB 2 2
DB 1
1230 =—=—= 3 ctg60’ =1g30° = ﬁ
AD 3 3 3 B
AD
i == =VF 60 =ag30 =3 s
Pér t’i njehsuar vlerat e funksioneve trigonometrike prej V2 1
kéndit 45° konstruktojmé trekéndésh barakrahas kénddrejté me

brinjé 1 cm (vizatimi 9). Kéndet e tij t€ ngushta jané nga 45°.
Sipas teoremés sé Pitagorés hipotenuza

4B =2 pa-amn (]

Vizatimi 9

Prej pérkufizimit t€ funksioneve trigonometrike
vijon se

sin 45° =L V2

\/§=7:cos 45° dhe tg45[=ll=1: ctg45°

Vlerat e fituara pér funksionet trigonometrike mund t’i paragesim né tabelg:
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Shkallé Radian sin COS tg ctg

0° 0 0 1 0 /

30° L I Y R IV
6 2 2 3

45° n 2 J2 1 1
4 2 | 2

60° T 3 LR NC R )
3 2 2 3

90° T 1 0 / 0
2

Detyra 1. Njehso vlerén e shprehjes
cos45 ° cos 30°—sin 45°sin 30°.
Zgjidhje. Kemi se

cos 45° cos 30° —sin 45°sin 30° = 5 S P

3agaua 2. [IpoBepu ganu € TOYHO paBEHCTBOTO
4sin” 60° +4cos® 60° =1g? 60° + ctg* 30"
Pemenne. bunejku crg30° =1g60°, nobuBame aexa
tg?60° +ctg>30° = 2-1g760° = 2(x/3)* = 6.
On apyra crpana umame Jieka

2 2
4sin’ 60° +4cos? 60° =4- ﬁ +4- l :4-§+ 4-i:3+1=4.
2 2 4 4

Pasi vlera e anés s€ majté €sht€ e ndryshme prej vlerés s€ anés sé djathté 4 = 6,
pérkatésisht pérfundojmé se

4sin” 60° +4cos® 60° # 1g%60° + c1g?30°.

cos 2¢x 3a o = 30°.

Detyra 3. Gjeje vlerén e shprehjes -
I+sina

Zgjidhje. Pér vlerén e shprehjes gjejmé se

cos2a.  c0s2-30°  cos60° cos60” o

1
= = —_ - ; .
I+sina 1+sin30° 1+sin30° 1+cos60” ;. 1 3 3
2

+
2

T€ vérejmé se si sillen funksionet trigonometrike prej kéndit t€ ngushté kur rritet prej 0°
deri 90°.

1. Vlera e sinusit prej kéndit t€ ngushté rritet kur kéndi zmadhohet. Me fjal€ té tjera,
kemi se vlera e funksionit sina rritet prej 0 deri 1 kur vlera e argumentit o rritet prej 0° deri
90°.

2. Vlera e kosinusit prej kéndit t€ ngushté bie kur kéndi zmadhohet. Me fjalé t€ tjera,
kemi se vlera e funksionit cosa bie prej 1 deri 0 kur vlera e argumentit o rritet prej 0° deri 90°

3. Vlera e tangensit prej kéndit t€ ngushté rritet kur kéndi zmadhohet. Me fjalé€ t€ tjera,
vlera e funksionit rritet duke filluar prej 0 dhe éshté numér real jonegativ, kur vlera e
argumentit a rritet duke filluar prej 0o dhe €sht€ mé e vogél se 90°.

29



TPUT'OHOMETPUCKU ®YHKIMU BO ITPABOAT'OJIEH TPUAT'OJIHUK

4. Vlera e funksionit ctga bie deri 0 dhe €sht€ numér real jo negativ, kur vlera e

argumentit a €sht€ mé e madhe prej 0° dhe rritet deri 90°.
Detyra

1. Njehso vlerén e shprehjes:

a) sin>30° +cos”30° b)sin® 45 “+ cos” 45°

sin30° +1 tg30 +ctg45’
1+ cos60° ctg60° +1g45°
2. Njehso:
a) SLIKA b) SLIKA
3. Njehso vlerén e shprehjes:
a 1+sin30° ctg60°’ +1g45°
1-sin30° 1-1g60° -1g45°

4. Krahasoji vlerat e dhéna té funksioneve trigonometrike:
a) sin 35° dhe sin 67° b) cos40° dhe cos23°
¢) tg36° dhe 1g58° ¢) ctg73° dhe ctg39°

5. Krahasoji vlerat e dhéna té funksioneve trigonometrike:
a) sin 45°17'20" u sin 45°39'34"
¢) 1g56°23'55"u tg56°12'56"

2.4. Bpcka mel'y TPUTOHOMETPUCKUTE GYHKIMH O UCT aroJa

Eshté e njohur se te trekéndéshi kénddrejté ABC (vizatimi 10) vlen barazimi

a b’
a b _¢
CZ

a® +b* =c”. Nése kété barazim e pjesétojmé me ¢’ fitojmé

2

2
a . . .
— +— =1. sipas késaj, kemi se
c c
2 2
a b
— | +—| =1
c c
.oa . b .. o ..
Pasi —=sin o dhe= = cos o, me zévendésim te barazimi 1
C C

fundit, kemi

lsin” o+ cos? o =

(1)

Shembulli 1. P&r shembull, pér a = 30°, kemi se

2 2
sin230+c0s230=(%j +(£J 1+3 4 1. ¢

2 ) 44 4

C

C

2

2

4sin”45° +1
(v B S
ctg~30

C

b) cos 40°55" u cos 40°12'12"
¢) ctg73°55'77" u ctg39°33'6".

2

2

, pérkatésisht

Vizatimi 10

Me shfrytézimin e barazimit (1) mund ta shprehim funksionin sinus prej ¢farédo kéndi

t€ ngushté népérmjet kosinusit prej atij kéndi, dhe anasjelltas, pérkatésisht

sinoe =+1-cos’a  dhe cosa=vl-sin’a.
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Detyra 2. Njehso vlerén cosa, nése sino = 4

Zgjidhje. Kemi se

2
coso=+1-sin’ o =,[1- 4) - /1_E= /izé_,
5 25 25 5

Detyra 3. Thjeshtoje shprehjen (1+cosa)-(1—cosa).
Zgjidhje. Me kété detyré do té tregojmé se si barazimi (1) mund té shfrytézohet pér
thjeshtimin e shprehjeve. Pikérisht, kemi se
(1+cosa)-(1-cosa) =1-cos’ @ =sin’ @+ cos” @ —cos’ @ =sin’ . ¢
Pér trekéndéshin kénddrejté ABC (vizatimi 10) kemi se:

b
ga=9<mecga=—
b a

Nése 1 pjesétojmé numéruesin dhe pjesétuesin e anéve té djathta prej barazimeve té sipérme
me c(c # 0) ke mi se

tgo. = — dhe ciga =

: )

- -
no|on | o

Nése shumézohen tga dhe ctga fitojmé edhe njé barazim

o

Shembulli 4. Me njehsimin direkt fitohet se

\/52
tg60° - ctg60° :ﬁ-?zgzgzl. .

Detyra 5. Njehso vlerén 7ga., ako ctgo = 2.

Zgjidhje. Prej fgo = D it fitojmé se tgoL = l .
ctga. 2

Me ndihmén e lidhjeve themelore ndérmjet funksioneve trigonometrike té kéndeve té

ngushta t€ dhéna me barazimet (1), (2) dhe (3), nése €shté e njohur vlera e njérit prej tyre,
mund té njehen vlerat e tre funksioneve tjera.

: 4 i e
Detyra 6. Nése sin o0 = g , sa &shté cos o ?

Zgjidhje. Kemi se

4y’ 16 [9 3
cosa =Al-sina=[1-|—| = /l1-—=]"—==_
\ (sj V' 25 V25 5

Detyra 7. Nése tga = 2, njehso funksionet e tjera trigonometrike t€ kéndit o .

Zgjidhje. Prej barazimit SIN% tga.  vijon se SIma

cosa
sin oo = 2coso . Nga ana tjetér, sin” o + cos” o = 1, pra kemi se

=2 ,pérkatésisht
cosa
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2
(2cosa)’ +cos® o = 4cos” oL+ cos” o = 5cos” o = 1.

5
Sipas késaj, cos’ oL = 1 , pérkatésisht cosa = ? ME tej njehsohet se
/ 1 1
sinot =+/1—-cos’ o = 1—— \/7 =—dhe crgo=——=—.4
tgo. 2
Detyra
1. Njehso funksionet e tjera trigonometrike, nése éshté dhéné:
a) tgo =% ¢) ctgo =0, 41.
2. Thjeshtoji shprehjet:
2
a) 1—cos’a b) sin’o —1 ¢) %.
l-sin” o
3. Vérteto se:
a) sin® o ctg? o+ cos? a tg? a=1
0) sin’o - (1 + ctgzoc)+ cos’ o - (1 + tgzoc): 2.
4. Vérteto se pér t€ gjitha kéndet e ngushta vlen:
2
a) fg’a-sin’ o = rg’a —sin’ o b) wﬂ =tgo—clgol
S QL - COS G

5. Shpehi
a) cos o.- ctga. me ndihmén e sin o b) cos? o.—sin® @ me ndihmén e ctga.

5sino +coso

6. Nése cosa =E, njehso vlerén e shprehjes _
17 3sina+2cosa

2.5. Zgjidhja e trekéndéshit kénddrejté dhe zbatimi

B
Le t€ jené a, b dhe c brinjét e trekéndéshit kénddrejteé ABC
(vizatimi 11), dhe le t€ jené a dhe  kéndet e tij t&€ ngushta.
Atéheré kemi se
a+B=90" dhe a’+b*=c’.
Pérveg késaj, prej pérkufizimit t€ funksioneve trigonometrike
kemi se

Vizatimi 11

=sino, =cosa, =tga

a
b
a

=cosf3, =sinf3,

ol ol

S ESTR I RSy

=ct
5 ctgf

Kéto relacione do t’i shfrytézojmé pér njehsimin e elementeve themelore té trekéndéshit
kénddrejté, brinjét dhe kéndet e tij, né rastin kur éshté dhéné:

e njé brinjé dhe njé kénd,

o dy brinjé.
Té zgjidhet trekéndéshi kénddrejté do té thoté€ t€ njehsohen té gjithé elementet e tij themelor
né bazg t€ elementeve t€ dhéna, prej t€ cilave t€ paktén njéri €shté brinjé.

32



Detyra 1. Té zgjidhet trekéndéshi kénddrejté me hipotenuzé ¢ = 93cm dhe kéndi
o = 42023,

Zgjidhje. Duhet t’i njehsojmé t€ dy katetét a dhe b dhe kéndin e ngushté .

Me njehsim t€ drejtpérdrejt pér kéndin kemi

B =90°—a = 90 42°23= 47°37".

Pér ta njehsuar katetén a, sé pari njehsojmé sin 42,3833° = 0,67409, por pastaj prej
a=c-sina=93-0,67409 = 63 gjejmé se a ~ 63cm. Katetén b mund ta njehsojmé me
ndihmén e hipotenuzés dhe kosinusit prej kéndit o ose me zbatimin e teoremés s€ Pitagorés.

Ményra I. b=c-coso = 93-cos 42,3833°=93.0,73865, pérkatésisht b ~ 69 cm.

Ményra I1 b =/ 93— 63~ 69 cm. ¢
Detyra 2. Té zgjidhet trekéndéshi kénddrejté katetét e t€ cilit jané a = 2/cm dhe b =
15¢cm.
Zgjidhje. Duhet té njehsohet hipotenuza dhe t&€ dy kéndet e ngushta.
Hipotenuzén e njehsojmé me zbatimin e teoremés sé Pitagorés
c=+a* +b* =421 +15% =/610 ~ 25¢cm.
Kéndin a do ta caktojmé me ndihmén e funksionit tangens. Prej kushtit

21
tgo = 2= 15 1,4 Njehsojmé se o ~ 54°28'. Pér kéndin B njehsojmé se

B =90°—a ~ 90°-54°28' pérkatésisht B ~ 35°32". &

Detyra 3. T¢ zgjidhet trekéndéshi kénddrejté me katetét b = 53cm dhe kéndi f = 64°.

Zgjidhje. Sipas kushteve te detyra duhet ta njehsojmé kéndin tjetér t&€ ngushté, katetén dhe

hipotenuzén. Njehsojmé o = 90° =B = 90°- 64° = 26°

dhe a =b -tgo. = 53-1g26°=53-0, 48773 ~ 26, pérkatésisht a = 26 cm. Ox b = csin B gjejmé

© oo b __ 33 N 53
sinfB sin64°  0,89879

Detyra 4. T¢€ zgjidhet trekéndéshi kénddrejté me katetén a = 37cm dhe hipotenuzén

¢ =48cm.

Zgjidhje. Duhet t€ njehsohen kéndet o dhe 3 dhe kateta b.
Prej kushtit sina = a_ i—; =0,77083 kemi se o = 50, 42878°, pérkatésisht
c

ax50°25"44"uf = 90 2o ~ 39°34'16".
Prejb=c-sinf= 48-sin39°34'16"~ 48-0,63704 ~31 gjejmé se b~ 3lcm. ¢
Zgjidhja e trekéndéshit kénddrejté gjen zbatim t€ madh né zgjidhjen e detyrave nga

fusha e planimetrisé€, por edhe prej jetés s€ pérditshme. Zbatimin e kétill¢€ do ta ilustrojmé me
disa shembu;. D C

, pérkatésisht c ~ 59 cm. ¢

Detyra 5. Njehso brinjén e rombit nése éshté dhéné kéndi i
tij i ngushté o = 66° dhe njé diagonale.
d, =34cm.
Zgjidhje. Le té jené dhéné kéndi a te kulmi A dhe
diagonalja d, e térhequr prej atij kulmi (vizatimi 12).

Vizatimi 12

33



TPUT'OHOMETPUCKU ®YHKIMU BO ITPABOAT'OJIEH TPUAT'OJIHUK

Prej trekéndéshit kénddrejté ABS kemi se
d, o . L

— =a-cos—, prej ku gjejmé se

2 2

17 = a -c0s33°. Me njehsimin e drejtpérdrejt fitojmé se

a= 17 17 ~203cm. ¢

" cos33 083863

Detyra 6. Njehso largésiné ndérmjet pikave A dhe B
té cilat gjenden né ané t€ ndryshme té njé lumi (figura. 13).

Zgjidhje. Te pika A konstruktojmé kénd t& drejté
BAM. Né fund té atij kéndi marrim pikén C dhe e masim
kéndin.ACB. Madhésia e atij kéndi le té jeté a=49°. E
masim largésiné ndérmjet pikave A dh C dhe ajo le t€ jeté
d =28 m. Atéheré kemi se

AB =d -tgo. =28-1g49°~ 28-1,15037 ~ 32,

OTHOCHO AB ~ 32 m. ¢

Detyra 7. Druri e ka hijen e gjaté 4,8m kur rrezja
e diellit formon kénd prej 38°20' cme sipérfagen e Tokés. Cakuw
lartésiné e drurit.

Zgjidhje. Do t& konstruktojmé trekéndésh kénddrejté me
kénd té drejté ndérmjet drurit dhe sipérfaqes s¢ Tokes, prej ku lehté
fitohet se lartésia e drurit

h=4,8-t238°20'~ 4,8-0,7906 ~ 3,79 m (Vizatimi 14).

Detyra 8. Shkallét e zjarrfiké€sve gjenden né largési 2,8m
prej murit. Cakto gjaté€sin€ e shkalléve nése kéndi ndérmjet
shkalléve dhe dyshemesé éshté 65°40'.

Zgjidhje. Do té konstruktojmé trekéndésh kénddrejté me

kéndin e drejté ndérmjet murit dhe dyshemesé. Atéheré gjatésia e
shkalléve éshté Lprex 15

= 2’% ~ 2,8 ~4m (Vizatim 15).
cos65°40' 0,69879

Detyra 9. Te vizatimi 16 éshté ?
paraqitur amplicimi 1 injeksionit né 2
ind 2cm, amplicirimi €shté nén kéndin ' d
e drejté prej 450, atéheré cila thellési | & x
duhet té gjendet gjilpéra? Vs
Lprex 16

Zgjidhje. Sipas vizatimit
sin45° = EZ’ prej ku fitohet se x=2-sin45= 2cm.

Detyra 10. Te incizimi i rentgenit te vizatimi 17 vérehet
thyerja e ashtit te geni. Gjatésia e ashtit t& genit &shté 30cm.
Sa duhet té jeté gjatésia e plakés sipas t& dhénave t€ incizimit?

Lprex 17
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Zgjidhje. Sipas incizimit fitohet se cos30° = ;—CO, prej ku vijon se

3

x=30-cos30" = 30~7 =153 ~ 25,98cm. Kjo do té thoté se pllaka duhet té keté gjatési prej

25,98cm.
Detyra
T¢€ zgjidhet trekéndéshi kénddrejté ABC nése:
1. a=36,2°, ¢=68cm. 2. B=15,8°, c=12,2cm.
3. B=65,4°, a=2,35cm. 4. 0 =82°, b=246cm.
5. a=230cm, ¢=320cm. 6. a=52,5cm, b=28cm.

7. Rrezja e vijés rrethore €shté 13cm, gjatésia e kordés AB €shté 10cm. Njehso
madhésiné e kéndit. AOB

8. Lartésia e trapezit barakrahas €shté 6¢cm, kurse bazat kané gjatési 4cm dhe 20cm,
pérkatésisht. Njehso kéndet e trapezit.

DETYRA PER PERSERITJE
1. Shndérroi né shkall€, minuta dhe sekonda kéndet:
a) 34,41° b) 18,27° c) 23,67°.
2. Shndérroi né dhjetore shkallét e kéndeve:
a) 36°25'36" b) 45°11'19” ¢) 73°52'25".
3. Shndérroi né radian kéndet: ~ a) 25° b) 62°15’ ¢) 35°5'38".
n
4. Shndérroi né€ shkallé kéndet té¢ dhéna né radian: a) E b) 1,27 ¢) 0,45.
5. Njehso vlerén e shprehjes:
sin30” —cos30 b tgz45 0 fga - ctga —
5ctg60° - 1g30° 2cos”30° -1 1—cosa
6. Gjej kéndin a pér t€ cilin vlen:
a) sin o = cos 65° b) cosa = sin 42° 50"
¢) sin(a +20% = sin 50° ¢) tg(a—15% =ctg(o+25°.
7. Ilpecmeraj ja BpeAHOCTA HA OCTAHATUTE TPUTOHOMETPUCKU (PYHKIIUH, aKO € JaJIEHO:
) 4 3 3 7
a) sin o 5 b) cosa 5 c) tga 5 ¢) ctg 25
8. Njehso vlerén e shprehjes:
a) 4tgo+ Scos a,Nése sina = 3 b) w Nése rgo = 2.
5 cosa—3sino ’
9. Zgjidhe trekéndéshin kénddrejté ABC, nése jané dhéné:
a) o =36"2", ¢=68 b) = 64°20", a=450
¢)p=85°10", »b=0,62 ¢) a=230, ¢=320

10. Te trapezi barakrahas, jané té€ njohura baza a, krahu ¢ dhe kéndi o prané bazés.
Njehso bazén tjetér dhe lart€siné e trapezit.

11. Shkallét e zjarrfiké€sve gjenden né largési 12cm prej murit. Cakto gjatésing e
shkalléve nése kéndi ndérmjet shkalléve dhe dyshemesé &shté 65°40'.
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3. NUMRAT KOMPLEKS

3.1. Koncepti pér numrin kompleks

Barazimi x? = —1 nuk ka zgjidhje, pasi nuk ekziston numér real katrori i té cilit éshté
numér negativ. Pér ta zgjidhur kété barazim x? = —1 bashkésiné e numrave realé do ta
zgjerojmé deri te bashkésia e re e numrave, te e cila barazimi i dhéné ka zgjidhje. Pér kété

qéllim, futim simbol té ri j, i cili sipas pérkufizimit do té keté vetiné i? = —1. Késhtu, fitojmé
bashkési té re e cila i pérmban numra realé dhe simbolin i dhe né té cilén barazimi x? = —1
ka zgjidhje.

Pérkufizojmé elementet e bashkésisé sé re t€ jené té gjitha shénimet formale té formés a

+ bi, ku a dhe b jané numra real€, t€ quajtur numra kompleks. Késhtu, bashkésia e pérkufizuar

quhet bashkésia e numrave kompleks dhe shénohet me C. Numri i ri i pér té cilin i? = —1
quhet njéshe imagjinare. Sipas késaj,
C = {a + bila,b € R} .

Cdo numér real a do ta barazojmé me numrin kompleks a + 0i, duke venduar

a=a+ 0i. N& két¢ ményré mund t&€ llogarisim se bashkésia e numrave realé¢ ° &shté
nénbashkési prej bashkésis¢ s¢ numrave kompleks C.

Shénimi z = a + bi quhet formé algjebrik ose standarde e numrave kompleks. Numri
a quhet pjesa reale, kurse numri b quhet pjesa imagjinare. Poashtu i shfrytézojmé shénimet
a = Re(z) dhe b = Im(z). Me marréveshje a + (—b)i = a — ib.

Detyra 1. Cakto pjesén reale dhe imagjinare t€ numrit kompleks z nése:

a)z=4+7i b)z=—%+\/z c)z=-4 ¢)z=0

Zgjidhje. 2) Re(z) = 4 dhe Im(2) =7 b) Re(2) = —5 dhe Im(2) = V2

¢)Re(z) = —4 dhe Im(z) =0 ¢)Re(z) = Im(z) =0.¢

Numri kompleks z ashtu qé¢ Re(z) = 0 lexohet numri i pastér imagjinar. Sikurse
theksuam, numri kompleks z ashtu ¢ Im(z) = 0 &shté numér real.

Shembulli 2. Numrat kompleks z = —v2 ,z = — % + V2 dhe z = 0 jané numra realé, kurse
numrat kompleks z = V3i , z = —i dhe z = (1 +V2)i jané numra t& pastér imagjinaré. ¢

Dy numra kompleks jané t& barabarté nése dhe vetém nése jané té barabarté pjesét reale
dhe imagjinare, pérkatésisht. Mé sakté, né€se z; = a; + byi dhe z, = a, + b,i jané¢ numra
kompleks, atéheré z; = z, , nése edhe vetém nése a; = a, dhe b; = b, . Sipas késaj, njé numér

kompleks z €shté plotésisht i caktuar nése jané t€ njohur pjesa e tij reale Re(z) dhe pjesa e tij
imagjinare Im(z). At€heré numrin kompleks mund ta shkruajmé né formén

z = Re(z) + Im(2)i
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Re(z;)

Detyra 3. Cakto numrin kompleks z nése:

a) Re(2) = —2 dhe Im(2) = V2 b) Re(z) = — 5 dhe Im(2) = 3 — 3
Zgjidhje. 2) Re(z) = —2 +V2i b)Re(z) = =5+ (3 - V3)i . ¢

Detyra 4. Pér cilat numra real€ x dhe y vlen barazimi 2x + (y + 1)i = 4y + 3i.

Zgjidhje. Vendojmé 2z, =2x+ (y+1)i dhe 2z, =4y +3i. Atéheré kemi se
= 2x,Im(z;) =y + 1, Re(z;) = 4y dhe Im(z,) = 3. Prej pérkufizimit pér barazim té

numrave kompleks drejtpérdrejt fitojmé se z; = z, pérkatésisht 2x + (y + 1)i = 4y + 3i nése
dhe vetém nése 2x = 4y dhe y + 1 = 3 pérkatésisht x =4 dhe y =2.¢

numra

Dy numra kompleks té cilét ndryshojné vetém te shenja e pjes€s imagjinare quhen
kompleks té konjuguar. Nése z = a +bi &shté numér kompleks, atéheré numér

kompleks 1 tij i konjuguar, i shénuar me z, €shté numri z = a — ib.

Im(z) =

Detyra 5. Cakto numrin kompleks té€ konjuguar t€ numrit z nése:

a)z=2+3i b)z=—3~5i Oz=3+i Qz=-3i

Zgjidhje.)Z=2-3i  b)Z=-3+5  Z=3-i Oz=3i.¢
Nése z €sht€ numér kompleks at€heré @ = Z._Me té vértet nése z = a +_bi, atéheré
b, prej ku vijon se Im(z) = —b. Mé tej, prej Im(z) = —(—b) = b, vijon se (z) = z.
Detyra 6. Cakto @ nése z = 2 + 3i.

Zgjidhje. (z) = z = 2 + 3i.

Detyra

1. Cakto pjesén reale dhe imagjinare t€ numrit kompleks z, nése:

a)z =4+ 2i b)z = —3 + 4i ¢z=—4+7i Oz=1+VZ+i
2. Gjeje numrin kompleks z nése:

2) Re(2) = 3 dhe Im(2) = 5 b) Re(z) = — 7 dhe Im(z) = 2 V2

3. Pér cilat numra real€ x dhe y jané té barabarté numrat kompleks:

a) 5 —8i dhe x + yi b) 2x + 8i dhe 10 + yi

4. Cakto numrin kompleks té konjuguar z nése:

a)z =7+ 5i bz=-3-6i Oz=-30 z=5

5. Njehso Re(4 — 7i) - Im(12 — 3i) + Im(5 + 9i).
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3.2. Mbledhja dhe zbritja e numrave kompleks

Mbledhja e numrave kompleks

Le t€ jené z; = a, + byi dhe z, = a, + b,i ¢farédo numra kompleks. Me barazimin
(a; + byi) + (a, + byi) = (a; + ay) + (by + by)i
éshté pérkufizuar operacioni i mbledhjes né bashkésiné e numrave kompleks. Numri
kompleks
zy + 2z, = (a; + ay) + (by + by)i
quhet shuma e numrave t€ dhéné kompleks, t&€ quajtur mbledhés.

Prandaj, shuma e dy numrave kompleks &shté numér kompleks ku pjesa reale,
pérkatésisht pjesa imagjinare €sht€ shumé e pjes€ve reale, pérkatésisht pjes€s imagjinare té
mbledhésve, pérkatésisht.

Detyra 1. Cakto shumén e numrave kompleks z; dhe z, nése:
a)z; =3+ 6idhe z, =4+ 2i b)21=2—idhezzzl+%i.
Zgjidhje.a)z; +z, = (3+6))+ (4+20))=(B+4)+ (6+2)i =7+ 8i.
Dzi+z=@2-0+(-1+50)=@-D+(-1+5)i=1-7i+
Operacioni mbledhje e numrave kompleks i ka kéto veti:
a) Pér¢do z4, 2z, € C, z; + z, = z, + z; (komutative)
b) Pér ¢do z4,2,,23 € C, (21 + z3) + z3 = z; + (2, + z3) (asociative)
¢)Pércdoz€ C,z+0=0+2z =0 (0 &shté zero)
¢) Pér¢do z; € C, ekziston z, € C,ashtuqé z; + 2z, =2, +2; =0

(¢do numér kompleks ka numrin e tij t€ kundért kompleks)

(Cdo numér kompleks z ka numrin e vetém té kundért, t€ cilin do ta shénojmé me —z.
Atéheré themi se z dhe —z jané té kundért njéri né tjetrin.

Detyra 2. Gjeje numrin kompleks t€ kundért t&€ numrit z = 2 — 3i.
Zgjidhje. —z = =2 + 3i .4

Pér shkak t€ vetis€ asociative dhe komutative operacioni i mbledhjes s€ numrave
kompleks, mund t€ flasim pér shumén pérfundimisht t&€ shumé numra kompleks, qé nuk varet
prej grupimit dhe renditjes t&€ mbledhjes.

Detyra 3. Gjej shumén e numrave kompleks

z1=3+4+4i,z,=—-2+i,z23=1—1i,z4, = —2idhezs; =6

Zgjidhje.zy + z; + 23+ 2z, + 25 = B3+ 4D+ (—2+ D)+ (A -+ (-2)+6 =
=(B-2+1+4+04+6)+(4+1-1-2+0)i=8-2i.4

Zbritja e numrave kompleks

Le t€ jené z; = a; + byi dhe z = a, + b,i ¢farédo numra kompleks. Me barazimin
(ay + byi) — (az + byi) = (a; — az) + (by — by)L.

&shté pérkufizuar operacioni i zbritjes né bashkésiné e numrave kompleks. Numri kompleks
21 — 23 = (a1 — az) + (by — by)i
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quhet ndryshimi i numrit kompleks z; me numrin kompleks z,, ku z; quhet i zbritshmi, kurse
Z, zbritési.

Ndryshimi 1 njé numri kompleks me tjetér €shté numri kompleks ku pjesa reale,
pérkatésisht pjesa imagjinare &shté ndryshimi i pjeséve reale, pérkatésisht pjeséve imagjinare té
zbritshmit me zbritésin, pérkatésisht.

Detyra 4. Gjej ndryshimin z; — z, nése:
a)z; =3+ 6idhez, =4+ 2i b) zz =2+ 4idhez, =1+ 2i
¢)zy =3—6idhez, =—4+7i
Zgjidhje.a) z; —z, =3+ 6i) —(4+20))=B3-4)+(6—-2)i=—-1+4i
b)z; —z,=Q2+4)-(1-20)=2-1)+(4—-(-2)i=1+6i
0)z;—2,=3B3-60)—4+7)=@B—-(—4)+6-7)i=7—-13i.¢
Le t€ jen€ z; = a; + byi dhe cfarédo numra kompleks. Prej barazimit
(a; + byi) + (—(az + bzi)) = (a; —ay) + (by — by)i,

mund té pérfundojmé se ndryshimi i numrit kompleks z; me numrin kompleks z, €shté shuma e
numrit kompleks z; me numrin —z, pérkatésisht me numrin e kundért té z,.
Detyra 5. Prej numrit kompleks z; = —10 + 7i zbrite numrin kompleks z, = —12 + 5i.
Zgjidhje. Sipas pérkufizimit numrat kompleks fitojmé
Z1— 2, =(—10+ 7)) = (—12+5) = (10 - (—-12) + (7 =5)i =2+ 2i .
Nga ana tjetér, nése numrin kompleks z; = —10 + 7i e mbledhim me numrin e kundért
té numrit kompleks z, = —12 + 5i. pérkatésisht me —z, = —(—12 + 5i) kemi
zZ1+ (—2z,) = (=10 + 7i) + (= (=12 + 5i) = (=10 + 7i) + (12 — 5i)
=(-10+12)+i(7—-5)=2+2i
Domethéné edhe né té dy rastet e fitojmé rezultatin e njéjté. ¢

Kjo gasje nga operacioni zbritje t€ numrave kompleks e lehtéson operimin me numrat
kompleks, pasi operacioni mbledhje éshté komutative dhe asociative.

Detyra 6. Gjeje numrin kompleks z =2z, — 2z, +2z3 —z,, nése &sht€¢ dhéné se
zy =—11+3i,z, =7+ 1i,2z3 =2 —idhe z, = —2i.
Zgidhje. z=2, -z, +z, —z,=(-114+3)-(T+D)+(2-i)-2i=
= (=1143i) + (=(T+ i) + (2= i) +(~(=2i) =
=(-11+3D)+(-7-)+(2—-i)+2i=
=(-11-7+2)+(3-1-14+2)i=-16+3i. ¢
Numrat kompleks t€ konjuguar kané disa veti interesante né lidhje me operacionet
mbledhje dhe zbritje t€ numrave kompleks.
Detyra 7. Gjej shumén dhe ndryshimin e numrit kompleks z = 14+2i me numrin kompleks
té tij t€ konjuguar.
Zgjidhje. Numri kompleks z = 1 = 2i &shté numér kompleks i konjuguar t€ numrit té
dhéné. Atéheré
z4+Z=(1+2)+(1-2))=1+1)+(2-2)i=2 dhe
z=(1+2)-(1-2))=(1-D+i(2-(-2))=4i. ¢

Prej detyrés 7 vérejmé se pér ¢do numér kompleks z vlen
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z+z=(a+bi)+(a—bi)=2a=2Re(z) dhe
z—z = (a+bi)—(a—bi) = 2bi = 2Im(z)i.

Detyra 8. Le t€ jené z; = 3 — i dhe z, = —2 + 3i dy numra kompleks. Gjeji numrat
kompleks z;,z,,z; + 73,2, + 25,21 — z, dhe z; — 2z,

Zgjidhje. Z; =3 +i,2; = —2 — 31,

B+i)+(-2-3i)=1-2i, 2, +2,=@3-D+(-2+3i)=1+2i=1-2i,
B+i)—(—2-3i)=5+4i,
B-i)—(—2+3i)=5-4i=5+4i. ¢

I]INI
l\]lNI

N
Il

NEé rastin e pérgjithshém,pér ¢do z,, z, € C, vlejné barazimet

zZv+z,=2,+2z, dhez; — 2z, =27, — z, .

Detyra

1. Gjej shumén e numrave kompleks z; dhe z,. Nése

a)z; =3+ 2idhez, =4+7i b) z; = —40 — 20i dhe z, = —13i

2. Numrat kompleks z; = % —16i dhe z, = — % + 16i a jané t&€ kundért njéri né tjetrin?
3. Njehso ndryshimin e numrit kompleks z; me numrin kompleks z,, nése

a) z; = 18 — 50i dhe z, = —9 — 20i b) z; — 74 — 12i dhe z, = 15i

4. Gjej pjesén reale dhe imagjinare t&€ numrit kompleks z nése:
a)z=(—4+i)—(16-20)+(29-1) b)z=17i+ (-11—-8i) —14i+ 6

5. Le t€ jen€ z; = 2 — i dhe z, = —1 + 2i dy numra kompleks. Gjeji numrat kompleks
71;5;71"'5; Z) + 2y, Z_Zdhezl —Z2.

3.3. Shumézimi dhe pjesétimi i numrave kompleks

Shumézimi i numrave kompleks

Le t€ jené z; = a, + byi dhe z, = a, + b,i ¢far€do numra kompleks. Me barazimin
(ay + bii)(a; + byi) = (aa; — byby) + (ayb; + byay)i

éshté pérkufizuar operacioni i shumézimit né bashkésiné e numrave kompleks. Numri
kompleks

212, = (a1a; — b1by) + (a1b; + byay)i
quhet prodhim i numrave t€ dhéné kompleks, t&€ quajtur shumézues.

Né ményré intuitive, me numrat kompleks t€ dhéné né formén algjebrike operojmé né
ményré t€ ngjashme sikurse me polinomet reale, pérkatésisht numrat kompleks i shumézojmé
sikurse polinomet sipas njéshes imagjinare i.
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Detyra 1. Gjej prodhimin e numrave kompleks z; dhe z,, nése:

a) z, =3+6i dhez, =4+2i; b)z =2+4idhe z,=1-2i.

Zgjidhje. a) z,z, =(3+6i)(4+2i)=(3-4-6-2)+(3:2+6-4)i =
=0+30i =30i

b) z,z, =2+4i))(1-2i)=2-1-4-(-2))+(2:(-2)+4:1)i=10.¢

Operacioni i shumézimit t€ numrave kompleks 1 ka kéto veti:

a) Pér ¢do z4, z, € C, 2,2z, = z,7; (komutativ)

b) Pér ¢do 24, z,, z3 € C, (2,2,)2z3 = z1(2,23) (asociativ)

¢) Pércdo z € C, 1z =z1 =z (1 &shté njéshe)

¢) Pércdo z; € C, z; # 0 ekziston z, € C, ashtu q€ z,z, = z,7; = 1.
(¢do numér kompleks, i ndryshueshém prej 0, ka numér invers)

d) Pér¢do zy,25,23 € C, (2, + 25)25 = 2123 + 2,2, dhe 2, (25 + 23) = 212, + 2,23
(shumézimi &shté distributiv né lidhje me mbledhjen)

Duke ditur t€ shumézojmé dy numra kompleks, mund t€ shumézojmé pérfundimisht
shumé numra kompleks. Pér shkak té vetis€é komutative dhe asociative t€ operacionit té
shumézimit t€ numrave kompleks prodhimi pérfundimisht i numrave kompleks nuk varet prej
grupimit t€¢ shumézuesve dhe prej rendit t&€ shumézimit.

Pjesétimi i numrave kompleks

Le té jené z; = a; + byi dhe z, = a, + byi,z, # 0 ¢farédo numra kompleks. Me
barazimin

a,+bi aa,+bb, N ba, —ab, .

2
2

a,+byi a,’+b’  a,’+b,
éshté pérkufizuar operacioni i pjesétimit né bashkésiné e numrave kompleks.
Numri kompleks

z, _aa,+bb, i ba, —ab, .

2
2

2 2 2
zZ, a, +b, a,” +b,

quhet herés i numrit kompleks z; me numrin kompleks z,, ku z; quhet i pjesétueshmi, kurse z,
pjesétues.

T& vérejmé se a,2 + b,” # 0, pasiz, # 0.
Detyra 3. Gjej herésin e numrit kompleks z; = 5 + i me numrin kompleks z, = 3 — 8i.
Z, _S+i_ 5:3+1-(=8) +1,1-3—5-(—8) _l+ 43 .

= - — = —1. ¢
z, 3-8i 3*+(-8)° *+8° 73 B

Zgjidhje:

Le t€ jen€ z; = a, + byi dhe z, = a, + b,i ¢far€do numra kompleks. Prej barazimit

z, aa,+bb, ba,—ab, . 1 .
=12 124 12 12§ dhe z,— = (a, +b,i) _
z, a, +b, a,” +b,” z, a, +b,i

=i +bli)( 2az e szb i] _a,a, +bb, N b,a, —a,b, i
a 2

o+ b, a, +b,

2
2

2 2 2
a, +b, a, +b,
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1
Zy i
pérkatésisht herési i numrit kompleks z; me numrin kompleks z, # 0 éshté prodhimi i numrit z;

mund té pérfundojmé se Z—l =7
2

me numrin -, pérkatésisht me numrin reciprok t€ z,.
2

Pér gjetjen efektive té€ herésit t&€ dy numrave kompleks shfrytézohet metoda e zgjerimit té
herésit me numrin kompleks té konjuguar te pjesétuesi.

Shembulli 1. Ta zbatojmé metodén e zgjerimit t€ herésit me numrin kompleks té
konjuguar té pjesétuesit pér pércaktimin e herésit t€ dhéné te shembulli paraprak. Prej
z,  S5+i  (5+)(3+8i) 15+3i+40i+8i° 7 43,

—_1,

z, 3-8 (3-8)(3+8)  9-64i% 73 73

mund té pérfundojmé se edhe né t&é dy rastet e fitojmé rezultatin e njé&jte. ¢

Sipas késaj, operacionet e pérkufizuara shumézim dhe pjesétim, pér fuqité pozitive té
njéshes imagjinare kemi se

A vu 5 4.

1 =i, T =il=1;
i> =ii=(0+i)(0+i)=-1, i®=iPi=-1,
P =ii=(-1)i=—i, i’ =i%=(-1)i=—i,
it=Pi=(-i=-i*=-(-)=1, L=ii=(-)i=-i"=1.
Pér fuqité negative t&€ njéshes imagjinare kemi se
_lzl'ZL,:—l, I_ZZL,Z—], 1_3—%=—l:1, 1‘4_%:1
1 I 1~ 1 l 1
1_’=l\=—1, 1_6—%——1, i_7=%:1, 1_8—%21
l l l l

Sipas pérkufizimit kemi se i® = 1.

Nése e vazhdojmé ményrén e sipérme, mund t€ pérfundojmé se pér fuqit€ e njéshes
imagjinare vlejné barazimet

4k Ak+l _ : 4k+2 4k :
sl =l 1 =1, i*3=—i keN.

5 =

Duke shfrytézuar operacionin e shumézimit t¢ numrave kompleks, mund t& kryejmé
fuqizim t€ numrave kompleks, né ményré té ngjashme sikurse te polinomet.

Shembulli 2. a) Nése x,y € R, atéheré (x + yi)? = x? + 2xyi — y?

b) (3 +4i)2 =9+ 24i — 16 = —7 + 24i
¢)(2+3i)3=23=23+3-22-3i+3-2:9i2+ (3i)3=8+36i —54—27i=—46+9i ¢
Detyra 5. Le t€ jené z; = 4 — i dhe z, = —1 + 3i dy numra kompleks. Gjeji numrat

- - 7, z
kompleks z;, 73, Z; 73,7125 Z::dhe (z_:)

Zgjidhje. Kemi se
z, =4+i, z,=-1-3i
21z, =(4+i)(-1-3i))=-1-13i
2,2, =(4-i)(-1+3i))=-1+13i=-1-13i
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44 7 B
=]
—-1-3i 10 10

2.
)

|

5 | ty
o

1. 7 11,

e e G

(A=) ((@-i=1-3) ) 7 l
o) L=343i) LGI63006-1-8i) 10

10" 10 10"

Detyra 6. Gjeje numrin reciprok t€ numrit kompleks

z=((1+3D)+2-=-5)(1-10).
Zgjidhje. Prej

z=((1+3)+2=5))1-i)=((1+2)+(3=5)i)1-i)=

=(3-2i)1-i)=1-5i

vijon se L3

1 (=5) . 1
> S l=—+—1. ¢
12+(-5)* 1*+(-5)?* 26 26

D,

NE€ rastin e pérgjithshém, pér ¢do z;,z, € C vlen barazimi z; -z, = z; * Z; .

Ngjashém, pér ¢do z;, z, € C vlen barazimi (?

Detyra

)

Zq
== Z::(ZZ * 0).

1. Gjej prodhimin e numrave kompleks z; dhe z,, nése:

a)z; = 8+ 9i dhe z, = 6i b) z; = =1+ 10i dhe z, = —11i
2. Gjeje numrin reciprok t€ numrit kompleks z = 1 + 5i.

3. Njehso herésin e numrit kompleks z; me numrin kompleks z,, nése:
a)z; =8idhez, =6 b) z; = —16 — 4i dhe z, = —8
4. Gjej pjesén reale dhe imagjinare t&€ numrit kompleks z , nése:

3-11i 8-2i
i z= b) z=
1+5i =5-3i

5. Gjej pjesén reale dhe imagjinare t€ numrit kompleks % kuz =

32+\/§i

1425
_ 3—11i
15

C).z=

3.4. Paraqitja gjeometrike e numrit kompleks.

Moduli i numrit kompleks

Paraqitja e numrave kompleks né
rrafshin kompleks

Né rrafshin II fiksojmé sistem koordinativ
kénddrejté t€ Dekartit xOy. Rrafshi IT sé bashku
me kété sistem koordinativ quhet rrafsh
kompleks, boshti-x quhet bosht real, kurse
boshti-y quhet bosht imagjinar.

Le t€ jet¢ z=a+ bi c¢farédo numér
kompleks. Atéheré numrave realé a dhe b

y“
[T-kuadranti I-kuadranti
Im(z) >0 Im(z) >0
Re(z) <0 Re(2) >0

O :1
[TT-kuadranti IV-kuadranti
Im(z) <0 Im(z) <0
Re(2) <0 Re(z) >0

Vizatimi 1
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1 korrespondojné pika t& vetme M; dhe M, t&€ boshti-x, pérkatésisht t&€ boshtit-y, pérkatésisht.
Sipas késaj, ekziston piké e vetme M né rrafshin koordinativ, me abshisé a dhe ordinaté b.

Boshti real dhe imagjinar e ndajné rrafshin kompleks né katér rajone t&€ quajtur
kuandrant: kuadranti I, kuadranti II, kuadranti III, dhe kuadranti IV (vizatimi 1). Poashtu numri
kompleks z i takon:

kuadrantit I nése Im(z) > 0 dhe Re(z) > 0;
kuadrantit IT nése Im(z) > 0 dhe Re(z) > 0;
kuadrantit III nése Im(z) > 0 dhe Re(z) > 0;
kuadrantit IV nése Im(z) > 0 dhe Re(z) > 0.

Numri real (Im(z) = 0) &shté pika prej boshti real, ndérsa numri i pastér imagjinar
(Re(z) = 0) éshté pika prej boshtit imagjinar. Numri z = 0 (Re(z) = 0) €shté paraqitur me pikén O
(vizatimi 1).

Detyra 1. Te rrafshi kompleks paraqiti numrat:

Vz=4+3i b)yz=2—-4i ¢)z=—-2-—05i ¢)z=6-—4i
dyz=2 dh) z = -3 Mz=1i f)z=—4i.

dhe cakto né cilin kuadrant, pérkatésisht né cilin bosht i takojné.

Zgjidhje. !) kuadranti I, b) kuadranti II, ¢) kuadranti III, ¢) kuadranti IV, d) boshti-x,
dh) boshti-x, ") boshti-y, f) boshti-y (vizatimi 2). !

YA
__________ 4+3i
1 i“ 2 I
3 o X
Y, R S
L 2-4f 6-4i
-2-5i
Vizatimi 2

Koncept i réndésishém te numrat kompleks €sht€ moduli i tyre. Numri kompleks le té jeté
z = a + bi paraqitur te rrafshi kompleks me pikén / . Largésia prej pikés " deri te pika / né
rrafshin kompleks quhet modul i numrit kompleks t& dhéné dhe shénohet me |z|.

Modulin do ta njehsojmé né kété ményré (vizatimi 3). Prej pikés / t€ numrit kompleks té
dhéné 1€shojmé normale né€ boshtin — x, ku fitojmé trekéndésh kénddrejté me kateté |al, |b| dhe

hipotenuzé |z|. Me zbatimin e teoremés sé¢ Pitagorés fitojmé A
|z|? = |a]? + |b|?> Duke pasur parasysh barazimin |x|? = x?
pér ¢do numér real x, pér modulin e numrit kompleks té dhéné b )
fitojmé |z|? = a? + b?, pérkatésisht ~ [rrteeeeeeee : z=a+bi
|z| = VaZ + b2. 2 a
O b X
Vizatimi 3
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Pasi a = Re(z) dhe b = Im(z), fitojmé se
|z|\/Re(2)? + Im(z)?

pérkatésisht, moduli i numrit kompleks t&€ dhéné éshté numri real pozitiv, i barabarté me rrénjén
katrore prej shumés sé katroréve t€ pjesés reale dhe imagjinare t€ numrit kompleks.

Drejtpérdrejt pérfundojmé se |z| = 0 nése dhe vetém nése z = 0.

T€ vérejmé se dy numra kompleks t€ konjuguar kané€ module t€ barabarté. Me t& vértet
pér ¢cfarédo numér kompleks z vlen

|| = J(Re(2))* + (Im(2))* =/(Re(2))* + (- Im(2))* =[]

pérkatésisht
|z| = |z|.

Modulet e barabarta kané edhe numrat kompleks t&€ kundért njéri né tjetrin. Pér ¢farédo
numér kompleks z prej

2| = J(Re(2))* + (Im(2))* = \/(-Re(2))* +(~Im(2))* =|]
pérfundojmé se
2] = |-2I.

Detyra 1. Hajau ro MotyJIoT Ha KOMIUIEKCHUOT OpOj z, aKo:
a)z =—4+3i b)z = —2i ¢)z=—4.

Zgjidhje. a) Cnopen ¢opmynara 3a NpecMETyBalke€ MOAYJI Ha KOMIUIEKCEH Opoj
noOuBame

2| = J(Re(2))? + (Im(2))? = /(~4)* +3% =5
b) |z| = J(Re(2))* +(Im(2))* =07 +(-2)? =2
¢) || = Y(Re(2))? + (Im(z))* = /(—4)* +0> = 4. ¢

[Tocron Bpcka momery MOIYJOT Ha KOMIUIEKCEH Opoj, camMHOT Opoj M HETOBHOT
KOH]yTHpaHo KOMIUIeKceH 0poj. iMeHo, 3a Omito Koj KOMIUIEKCEH Opoj Z Baku

|z|? = zZ .
Detyra 2. Cakto z nése:
a)z=-2+1I b)z=—i ¢)z=3
Zgjidhje. a) |z|> = (=2 + i)(=2 — i) = 5 prej ku vijon se |z| = /5
b) |z|2 = (0 + i)(0 — i) = 1 prej ku vijon se |z| = V5
) |z|> = 3+ 0i)(3 — 0i) = 9 prej ku vijon se |z] =3 . ¢
Detyra

1. N& rrafshin kompleks paraqiti numrat:

a) z=1+2i; b)z=2-1i c)z=—2—%i; c)z=%—4i;

d) z=%; dh) z=-1; e) z =3i; f) z=-i.

dhe cakto né cilin kuadrant, pérkatésisht né€ cilin bosht gjenden.
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2. Gjej modulin e numrit kompleks z nése:
a)z=4+2i byz=-1=i )z=1=2i
¢)z=—-4+72i d)yz=-i dh)z=-2

3. Le t€ jeté z =1 — 2i numér kompleks i dhéné. Njehso numrat |z|,|z| dhe |—z|.
Krahasoji vlerat e fituara.

4. Gjeje numrin kompleks z = 3x — i ku x &shté numér real, nése |z| = 2.

5. Gjeje numrin kompleks z t€ atillé qé 2Re(z) = Im(z) dhe |z| = 2.

DETYRA PER PERSERITJE
1. Gjej pjesén reale dhe imagjinare t& numrit kompleks z nése:
ayz=-1—1i b)zz—% ¢)z=+3+2i

2. Pér cilat numra realé x dhe y jan€ t€ barabart¢ numrat kompleks: Hajau ro
KOH]yTUPaHO KOMIUIEKCHHOT Opoj Ha OpojoT z, aKo:

a)z=7-—5i b)zz—%i ¢)z=1-1+/3i
3. Gjeje numrin kompleks t€ konjuguar z nése: Hajau ru 36upor z; + z, u pasnukara
Zl - ZZ aKo:

a)z; =7—idhez, =5+ 3i b)lei %4_

4. Gjeje numrin kompleks té kundért t€ numrit kompleks z, nése:
a)Re(z) = —13dheIm(z) =5 b) Re(z) = —5 dhe Im(z) = VZ — 3

i

wl N

—%idhezz =

5. Gjej pjesén reale dhe imagjinare t€ numrit kompleks z, nése:

a)z=(-3+20))—(1-7i)+ (9 —5i) b)z=13i+ (1 —4i)—4i+5
6. Gjej prodhimin z,z, dhe herésin % té numrave kompleks z; dhe z,, nése:
2

a)z; =8—5idhez, =9 —2i b) z; = 4 — 2i dhe z, = 12i
7. Gjej pjesén reale dhe imagjinare t€ numrit kompleks z, nése:

3 by 4 = 3720 _ 1-5i
V2 =157 V2= 55 L=
8. Paraqiti né€ rrafshin kompleks numrat:
a)z=1+3i byz=2—-4i ¢)z=-2+4i ¢)z=1-3i

9. Paraqiti me vektor numrat kompleks z; dhe z,, nése:
a)z; =3+ 2idhez, =4+7i b)z; = —-2—-8idhez, =16+ 7i
por pastaj gjeje numrin kompleks t€ paraqitur me shumén e vektoréve té fituar.

10. Paraqiti me vektor né rrafshin kompleks: numrin kompleks z, me numrin kompleks
me te t€ konjuguar z dhe me até numrin kompleks té€ kundért —z, nése:

a)z=3+2i b)z=-1-5i c)z=-2 ¢)z=7.

11. Cakto modulin e numrit kompleks z, nése:

a) Re(z) = 3 dhe Im(2) = = b) Re(z) = — = dhe Im(z) = 2 — V2
2 )
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4. BARAZIMI KATROR

4.1. Barazimi katror. Llojet e barazimeve katrore

Né vitin e kaluar shkollor u njohtém me konceptet barazim, fusha e pérkufizimit t€ barazimit,
zgjidhja e barazimit dhe barazimet ekuivalente.

Barazimi polinom i shkallés s€ dyté me njé t€ panjohur quhet barazim katror me njé€ t& panjohur
ose shkurtimisht, barazim katror.

Me transformimet pérkatése barazimin mund ta sjellim deri te barazimi ekuivalent té llojit

(D
té quajtur lloj i pérgjithshém i barazimit katror, ku a, b dhe ¢ jané numra real€ ose shprehje qé
nuk varen prej x.

ax* +bx+c=0, a=0,

3IxT —4x+2=0

Shembulli 1. a) Barazimi €shté barazim katror me koeficientét a=3, b=-4
dhe c=2

Barazimi katror prej llojit t& pérgjithshém quhet barazimi i ploté katror nése koeficientét b
dhe c¢ jang t€ ndryshme prej zeros.

Barazimi katror i llojit t€ pérgjithshém quhet barazim katror jo i ploté nése t€ paktén njéri

prej koeficientéve b dhe c €shté 1 barabarté me zero. ¢

I —x+5=0

Shembulli 2. a) a) Barazimi gshté barazim katror, ndérsa barazimet

2x3—5x:0, x:+l=0n?x3, . .
2 joiploté. ¢
Nése barazimin katror (1) e pjes€tojmé me a (ajo €sht€ e mundshme pasi a # 0), e fitojmé
barazimin ekuivalent
X’ +2x+i =0.
a a
LA £_q >
Duke venduar * = dhe ¢ ~ barazimin e dhéné e sjellim deri te barazimi i llojit ¥ *#*+¢=0

té€ quajtur lloj normal i barazimit katror. T€ vérejmé se barazimet (1) dhe (2) jané ekuivalente.

2 - [(— 4 = © ey e e ..
Shembulli 3. Nése barazimin 2T A3I-4=0, pjesétojmé me 2 e fitojmé barazimin
3
A-J +_.T_2=0 s ee . .
2 q¢€ &éshté lloj normal. ¢

Zgjidhje ose rrénjé e barazimit katror €sht€ ¢do vleré e t€ panjohurés prej bashkésis€ s&
pérkufizimit pér t€ cilén barazimi kalon né barazim numerik.

Shembulli 4. a). Numrat realé x = 3 dhe x = -3 jané rrénjét e barazimit katror x> — 9 =0

b). Numrat realé x =3 dhex =35 jané rrénjé té barazimit x> — 8x + 15 =0

¢). Numrat kompleks x = 2i dhe x = -2/ jané rrénjét ¢ barazimit katror x> +4 = 0
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Detyra
1. Cili prej kétyre barazimeve éshté barazim katror:

2)b) ©) a) 0-x* +3x—1=0 ) 8x +5=0 B) 3x+8=07
2. Provo se x = 1 a &shté€ rrénjé e barazimit:
, 3
a) 2x° —=x=0 6) x> —3x+2=0 B) 5x° +4x+7=0.
a) b) ¢)

3. Transformoji né€ llojin e pérgjithshém barazimet katrore:
a) b) c)

a) 3x% +2=3x 6) 4(x* -2)=8 B)

=x+1, x=4
x—4
4. Transformoji né€ llojin e pérgjithshém kéto barazimet katrore:
a) . 2 . = ﬁ 2 — 2 = B 2 A=
a)b) ¢) _:I_E_.‘L_ +3x+7=0 ) 4x x=28 ) 3x +2=0.
5. Cili prej kétyre barazimeve éshté barazim katror jo i ploté:

a) b) _ _ ¢)

a) x> —7x—5=0 6) 4x> =2 B) X’ +2,5—4x+5=17.5.

4.2. Zgjidhja e barazimeve katrore jo té plota

T¢€ zgjidhet njé barazim katror do té thoté té caktohet bashkésia e zgjidhjeve, pérkatésisht t&
caktohen té gjitha rrénjét e tij ose té konstatohet se ai nuk ka rrénjé€. Sikurse pérmendém né
kapitullin paraprak, barazimet e formés ax*> + bx = 0, ax’> dhe ax* + ¢ = 0 quhen barazime
katrore jo té plota. Né két€ kapitull do t’i qasemi zgjidhjes sé kétyre tre llojeve t€ barazimeve
katrore jo t€ plota.

Zgjidhja e barazimeve jo té plota té formés ax? + bx = Oveax? = 0

Detyra 1. Zgjidhe barazimin katror 3" =4x=0.

Zgjidhje. Anén e majté t& barazimit e zbérthejmé s¢ shumézues, por pastaj duke shfrytézuar
gjykimin se prodhimi i dy shumézuesve €shté i barabarté me zero nése dhe vetém nése té
paktén njéri prej shumézuesve €shté 1 barabarté me zero, fitojmé

357 -4¥=0 & ¥(3x-4) =0 (=0 ose 3x-4=0)> (x=0ose x=7)
Sipas késaj rrénjét e barazimit t€ dhéné jané x1 =0 dhe xp= g .
N& rastin e pérgjithshém barazimi i formés ax? + bx =0
€shté ekuivalente me barazimin x(ax + b) = 0 Duke pasur parasysh se prodhimi i dy

shumézuesve &shté i barabarté me zero nése dhe vetém nése t€ paktén njéri prej shumézuesve

&shté i barabarté me zero, pérfundojmé se x(ax+ b) = 0. Nése dhe vetém nése x = 0 ose x =
b

-
Domethéné, né€ két rast barazimi ka dy rrénjé reale x1 =0 dhe x, = — -
T€ vérejmé se njéra prej rrénjéve €shté gjithmoné e barabarté me zero.
Detyra 2. Zgjidhe barazimin katror 5x* = 0

Zgjidhje. Pér barazimin 5x2 =0 kemi5x2=0 <% “0& x=0.¢ 4
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Nése te barazimi katror ax® + bx = 0 koeficienti b = 0, atéheré ai e merr formén ax?> = 0. Pasi a
# 0. Numri real x = 0 &shté rrénjé e dyfishté e barazimit t&€ dhéné.

Detyra 3. Zgjidhe barazimin katror b(x” —x) =0ku b &shté parametér real.

Zgjidhje. Nése b = 0 atéheré ¢do numér real 1 x=x, éshté zgjidhje e barazimit t€ dhéng,
pérkatésisht barazimi ka pafund shumé zgjidhje.

Nése b # 0 at€heré barazimi i dhéné éshté ekuivalent me barazimin bx(x — 1) = 0 pérkatésisht
me barazimin x(x — 1) = 0 sipas késaj, rrénjét ¢ barazimit t&€ dhéné jané x; =0 dhexo, =1 ¢

Zgiidhja e barazimit jo té ploté katror té formés ax? +c =0

Detyra 4. Zgjidhe barazimin katror ©+1=0

Zgjidhje. Barazimi i dhéné éshté ekuivalent me barazimin x> = - 1 pér té cilén, te kapitulli
paraprak, theksuam se pér rénjé e ka njeshen imagjinare  i.  Pasi
()" =(=i)(—i) = (-Di(-Di=(-1)"i" =4 =1pérfundojmé se edhe numri kompleks -i &shté rrénjé e
barazimit t€ dhéné. Sipas késaj, rrénjét e barazimit katror jan€ x; =i dhe x> =-i .4

Detyra 5. Zgjidhe barazimin katror x* — 3 = 0.

Zgjidhje. Barazimi i dhéné éshté ekuivalent me barazimin x° = 3. Pasi dy numra pozitivé jané
té¢ Dbarabart¢ nése dhe vetém nése jané t€ Dbarabarté katrorét e tyre, kemi

.\'2—3=0<:>.\'2=3<‘.::>‘\/I_1='\/§<:>|.\'|=\/§C> ¢3+"=\/_C>(T_\/_OSQ -"=_’\/§}

Prandaj, rrénjé e barazimit té dhéné jané * 1=3 dhe = =-V3. ¢,

Né rastin e pérgjithshém barazimi i formes ax*+c¢=0
. . . o e c
éshté ekuivalent me barazimin x> = — -

* Nése a > 0 dhe ¢ > 0, ose a <0 dhe ¢ < 0 atéheré — 2 €shté numér negativ real. N¢ kété rast,

-

+;\H_=(+;] €<
{ ¢ % prej ku vijon se rrénjét e barazimit t€ dhéné jané numra kompleks dhe

X = '—]\1 = 1’—?

* Nése a > 0 dhe ¢ <0, ose a <0 dhe ¢ > 0 atéheré — Eéshté numér pozitiv real. Duke pasur

parasysh se dy numra pozitivé jané t€ barabart€ nése dhe vetém nése jané t€ barabarté katrorét e

Vit = |- x —,, \'—i,’—i
tyre, fitojmé qe &shté ekulvalente me a’ pérkatésisht @ sipas késaj

[ S
X, = ’—— 1,/
rénj€ e barazimit t€ dhéné jané 1 a dhe
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Detyra 6. Zgjidhe barazimin katror (x+m)(x —m)=n(2m+n)

ku m dhe n jané parametra real.

Zgjidhje. Barazimi &éshté ekuivalent me barazimin x —m’ =2mn+n" qé mé tej éshté
ekuivalente me barazimin x” =(m+n)*. Pér ¢cdo vleré t& parametrave real m dhe #, barazimi i
fundit ka dy rrénjé reale x; =m + n dhex>=-m—n ¢

Detyra
1. Zgjidhi kéto barazime katrore:
2 = 2 :
a =0 0) 7y~ =0 B) fox” =0,
a) b) ¢) ) X ) 1y ) k &shté parametér real.
2. Zgjidhi kéto barazime katrore:
a) b) c) 9] d) dh)
a) x> —Tx=0 6) x2+2x=0 B) 2x> —12x =0
1 3
) §x1+2x=0 o) 7x" +x=x(x—1) ) B3x—2)—(x—-3)>+11=0.
3. Zgjidhi kéto barazime katrore:
a) b) ¢) ¢) d) dh)
a) x>—9=0 6) x*—2=0 B) 3x°—2=0
) N W 1)y s
r) 5x =125 niyp-3_0 T}J;J,ll{:__]:__
2 25 o200 2) 16
4. Gjeji rrénjét e kétyre barazimeve katrore:
a) b) c) ¢) d) dh)
a) x> +1=0 6) 2x° +3=0 B) ?x3+§=0

N2y’ +13=5 1) 2x-7)>=25-28x ) X —(2+Dr+2-Dx+3=0.
5. Zgjidhi barazimet:

2 i ) 2 i
1 ..
ﬂ)ﬂ+_:{:|. ﬁ) £+£:D_

a b a
a) b)
4.3. Zgjidhja e barazimit té ploté katror

Né kété kapitull do t€ caktojmé algoritmin sikurse edhe formula pér zgjidhjen e barazimit té
ploté katror.

Le t& jeté dhéné barazimi i ploté katror i llojit t& pérgjithshém ax?> + bx +c=0, a#0

b c
Yo x+—=0

Nése té€ dy anét e barazimit i pjesétojme me a # 0, vimé deri te barazimi a a

bl
3
i cili &shté ekuivalent me até. Nése té dy anéve té barazimit t€ dhéné i shtojmé numrin 449" ¢
s b e b B
Lo L XAttt =—
fitojmé barazimin a a 4a° Aa”
1 cili €shté ekuivalent me barazimin e dhéné.
T€ vérejmé se tre anétarét e par€ t€ anés s€ majté t€ barazimit té€ fundit paragesin té ploté katror
b

X+—
prej binomit ( 2ﬂJ sipas késaj, barazimin mund
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ta shkruajmé né formén

b ¢
Anén e djathté té barazimit té fundit e shkruajmé né formén 4@ Pa
i_s_{ i_i]_
duke mos supozuar poashtu shprehja da” a daa) s jeté jonegative. Duke zbatuar

( b ) [ » o ]
x+—| = .
relacionin e fundit barazimin mund ta shkruajmé né formén 2a da” a

"

( b } ( b c] B
x+—| —=|4J———| =0
ose, pérfundimisht, né formén 2a 4a” a
Barazimet (1) dhe (2) jan€ ekuivalente. Rrénjét e barazimit té fundit i gjejmé né kété ményre:
me ndihmén e formulés pér ndryshim té katroréve, e zbérthejmé anén e majté t&€ shumézuesve

[ b [ ¢ ] { » e ] L
- T 2 T 2 B
ku e fitojmé barazimin { 24 V44" ¢ 2a Vaa- a
Duke pasur parasysh se prodhimi i dy shumézuesve €shté i barabart€ me zero nése dhe vetém

nése t€ paktén njéri prej shumézuesve €shté i barabarté me zero fitojmé se [

{ b B c)
Xt —=y[—5-— =0
ose 2a 4a- a

Né két€ ményré barazimin (1) pérkatésisht (2) e zé€vendésojmé me dy barazime lineare
zgjidhjet e t€ cilés nuk jané véshtiré t€ caktohen. Me t& vérteté, nése i shénojmé rrénjét e tyre

b |b ¢
me x1 dhe x; pérkatésisht, at€heré prej barazimit té paré¢ fitojmé R 4a° a
LI LA
ndérsa prej t& dytit fitojmé xo = 2a V4a® a
oot [P €
Zakonisht dy formulat e fundit i shkruajmé né njé sikurse =~  2a VY4a~ a
N2 =‘ii b—_«.‘E
Né két€ ményré vime deri te formula pér rrénjét e barazimit t€ ploté katror 2a Y4a® a

Pas nj€ vargu té transformimeve elementare formulén e dhéné¢ mund ta shkruajmé né€ formén:

b+ wj'b3 —4ac

X, =
12 24
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T¢€ verejmé se ményra e pérmendur pér caktimin e rrénjéve t€ njé barazimi katror njékohésisht
tregon se barazimi katror ka sakté dy rrénjé.

Poashtu, nése b*> — 4ac< 0, do t&é shkruajmé se Vb* ~dac =j\l_(b:_4“6). Késhtu pér shembull,
V13 =1/-(-13) =13
Detyra 1. Zgjidhi kéto barazime katrore t€ plota:
a) b) ¢)
Zgjidhje. Me zbatimin e formulés (3) fitojmé
. —~(—4)£+/(—4)? =4-3-(-15)  4+.16+180 4++/196 2+7
a) 23 - 6 T 6 3

5
4N=3 nh=-=

prej ku vijon se "3 té vérejmé se né kéte rast madhésia nénrrénjésore éshté numér
pozitiv, kurse rrénjét e barazimit jané numra realé t€ ndryshém.

~(=6)1/(=6)'=4-5-3 _G+/-24 6+2r\/_ 3+n/_

b) 727 25 10 10

prej ku vijon se y1 = ....... V2= . Ne kété rast madhésia nénrrénjésore &shté numér
negativ, prej ku vijon se rrénjét e barazimit jan€ numra kompleks té konjuguar.

€) XI2= teviiinannnn prej ku vijon se x1 = x2 = 9 t€ vérejmé se né két€ rast madhésia

nénrrénjésore &shté e barabart€ me zero. Rrénjét e barazimit jan€é numra realé t€ barabarté
ndérmjet veti. N& kété rast themi se barazimi ka njé€ rrénjé€ t& dyfishté. ¢

T€ vérejmé se gjaté nxjerrjes s€ formulés (3) pér zgjidhjen e barazimit t€ ploté katror (1). Né
asnjé hap nuk e shfrytézuam kushtin » # 0 dhe ¢ # 0. Sipas késaj mund t€ pérfundojmé se
formula (3) mund té zbatohet pér njehsimin e rrénjéve té barazimit jo t€ ploté katror.

Detyra 2. Zgjidhi kéto barazime katrore jo t€ plota:

a) b) c) ¢)
—(4)£(-4)7-43.0 a+.16 4+4

A) Xy = 53 =T % e’ n=0 x=—
0: 0P -44.(3) =B __4B B B

ﬁ) Ha= 2.4 3 3 - xl:?, _12:—?
—0+10°-4.2.5 40 _ J_ ) 10

M ha=T o Ty oy o hE T =T
—0+4/0"-4.3.0

1_) x]..: = > 2 :{:}: ]_'1 = _‘.I,:l = D +

Zgjidhje. Me zbatimin e formulés (3) kemi a.beR. a=0
Detyra 3. Zgjidhe barazimin katror abx* —(a’ —=b*)x—ab=0.
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Poashtu a dhe b quhen parametra.
Zgjidhje. Sipas formulés (3) kemi
F 2

&> -0 £\(@* -0 +4a’D @’ —b (@’ + b))

Il yn = =
. 2ab 2ab
a*—b* £(a’* +b%)
prej ku vijon 2ab ’
Detyra
Zgjidhi kéto barazime katrore:
1.a) x> —4x-5=0 6) x> —x—-90=0 B) x' —2x—8=0
)X +6x+4=0 o) X +3x-5=0 ) X" +6x+6=0.
2. a) (x+3)° =16 6) (x—8)° =127-18x B) 2x(x—2)+3=(x+3)°
+1 +2 ,
r) %—x(x+l)=xT 1) x(x? +3x) - 2x = (x - 2)(x* + 2x + 4).
3.2) 5x° —3x=0 6) 3x" +7x =0 B) 4y° +9=0
r x*—49=0 I) 1 +x=9x—x" ) x(x+2)=2x+1.
4. T€ zgjidhen kéto barazim katrore parametrike:
a) b)

5. Zgjidhi kéto barazime katrore parametrike: a) b)

4.4. Diskutimi i zgjidhjeve té barazimit té ploté katror

Prej formulés pér njehsimin e rrénjéve t€ barazimit té€ ploté katror mund té€ pérfundojmé se
varésisht prej koeficientéve té barazimit t€ dhéné katror ka dy rrénjé reale t€ ndryshme, njé
rrénjé t€ dyfishté ose dy rrénjé komplekse té konjuguar.

Duke e shfrytézuar formulén pér njehsimin e rrénjéve té barazimit té ploté katror, rrénjét e

_-b+VD -b-+D
barazimit ax’ + bx + ¢ = 0 mund t’i shkruajmé né formén " i 2a
ku D = b’ —4ac
Me shembullin vijues do ta tregojmé lidhjen e numrit D me natyrén e rrénjéve t€ barazimit t&
ploté katror.
Detyra 1. Zgjidhi kéto barazime katrore:
Db o) a) x> +6x—2=0 6) 3x2 —43x+4=0 B) x° —6x+10=0
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Zgjidhje. a). Numri D=6"—4-1-(-2)=36+8=44 &shté pozitiv, ndérsa rrénjét e barazimit x| =

......... dhex;=......... jané reale dhe t&€ ndryshme.
b). Numri P = D=(~43)"-4:3:4=48-48=0 €shté 1 barabarté me zero, ndérsa rrénjét e barazimit x|
= dhexo=......... jané reale dhe t€ barabarta.

D=(-06)"-4-1110=36-40=—4 " sntg negativ, ndérsa rrénjét e barazimit x; =

......... dhex;=......... jané€ numra kompleks t€ konjuguar.

Numri D i caktuar me formulén (3) quhet diskriminanta e barazimit katror (1) sikurse qé

mund té pérfundojmé prej shembullit t&€ dhéné ai e cakton natyrén e rrénjéve t€ njé barazimi

katror, pérkatésisht i kufizon té tre rastet e pérmendura.

T’1 shqyrtojmé kéto tre raste:

1. Nése D > 0 atéheré€ prej formulés (2) mund t€ pérfundojmé se rrénjét e barazimit katror (1)
Y—Y3=_b+J_ b= J_ J_ =0

jané numra realé. Edhe aq mé shumé pér shkak L 2a 2a a vijon se X1# X2

pérkatésisht rrénjé e barazimit katror jané t€ ndryshme.

2. Nése D = 0 atéheré prej formulés (2) mund t€ pérfundojmé se rrénjét e barazimit katror (1)

b

jané reale dhe t€ barabarta, pérkatésisht ne 2a

Né kété€ rast themi se barazimi ka njé rrénj€ t&€ dyfishté.

3. Nése D < 0 atéheré prej formul€s (2) mund t€ pérfundojmé se barazimi ka rrénjé komplekse
té konjuguara.

Detyra 2. Pa e zgjidhur ¢donjérin prej barazimeve katrore t€ konstatohet se ai a ka rrénjé€ reale:
a)b) ¢)

Zgjidhje. a) Diskriminanta éshté pozitive, prej ku pérfundojmé se rrénjét e barazimit jané reale
dhe t€ ndryshme.

b) Diskriminanta éshté negative prej ku pérfundojmé se barazimi nuk ka rrénjé reale.

¢) Diskriminanta &shté e barabarté me zero, q€ do t€ thot€ barazimi ka nj€ rrénjé t€ dyfishté. ¢
Detyra 3. Njehso vlerén e diskriminantés t&€ kétyre barazimeve katrore, kurse pastaj gjeji
rrénjét tyre.

It

a) b) ¢)

Zg]ldh je. a) Diskriminanta e barazimit katror D = b*> = (-5)? = 25 &shté pozitive, pra rrénjét x|
e dhexo=............. jané reale t€ ndryshme.

b) Diskriminanta e barazimit katror t¢ dhéné D = b* — dac = ............. €shté negative.

Barazimi nuk ka rrénj€ reale.
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¢) Diskriminanta e barazimit katror t€ dhéné D = 0. Barazimi ka njé rrénjé té€ dyfishté x1= x2 =
0

Detyra 4. Pér cilat vlera t& parametrit real m, barazimi katror x*+mx + 9 = 0 ka njé rrénjé t&
dyfisht€? Pér cdonjérén prej atyre tri vlerave t&€ m t€ caktohet rrénja e dyfishté e barazimit t&
fituar.

Zgjidhje. Pér diskriminantén kemi D= ............ . Barazimi ka njé rrénjé t€ dyfishté né€se D =
0, pérkatésisht nése m> — 36 = 0 sipas késaj pér m = +6 barazimi i dhéné ka njé rrénjé té
dyfishté. Pér m = 6 zgjidhja e barazimit €shté¢ numér real x = —3, dhe pér m = —6 zgjidhja e
barazimit €shté numér real x = 3. ¢

Detyra
1. Njehso vlerén e diskriminantés té€ kétyre barazimeve katrore: a) b) c) ¢) d) dh)
Pa e zgjidhur ¢donjérén prej barazimeve katrore té€ caktohet ai a ka rrénjé reale:

2. a) b) ) ¢) d A dh)
a) x> +6x+3=0 6) X +8x+16=0 B) x° +6x+10

r) 32 —4r+2=0 1) 532 ++4/5x—1=0 f) V522 —6x++/5=0.

3. a) b) 0) ) d) dh)
3.a) xl+3=x 0) ;_+1=}= B) xl+ix=2

4 4 ' 3

r) V3 —x—43=0 1) 2% —5x+4/8=0 N 7y  +2=2414y.

4. a) b) 0) ) d) dh)
4.2) 4x" —3x=0 6) 3x>+7x=0 B) 4" +9=0

) x> —4=0 10 X +x=9x—-x" 1) x(x+2)=2x+1

€) X +12x+36=0

5. Pér cilat vlera t& parametrit real &, barazimi
a) ka rrénj€ reale b). Nuk ka rrénjé€ reale?

4.5. Formulat e Vietit pér lidhjen ndérmjet rrénjéve dhe koeficientéve té
barazimit katror

Formulat e Vietit

Prej formulés pér njehsimin e rrénjéve t€ barazimit té ploté katror mund té€ pérfundojmé se
ekziston lidhje ndérmjet koeficientéve té barazimit katror dhe rrénjéve t€ tij. Pikérisht, rrénjét e
barazimit katror ax> + bx + ¢ =0

mund t’1 shprehim népérmjet koeficientéve a # 0, b dhe ¢ me ndihmén e formulave x| =
............... dhexz=...............

Tani do ta parashtrojmé detyrén e anasjellté: t’i shprehim koeficientét a, b dhe ¢ népérmjet
rrénjéve té tij x1 dhe x».
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Shembulli 1. Nése e zgjidhim barazimin katror x> —5x+6=0 kua=1,b=-5dhec =6 do
té fitojmé se rrénjét e tij jané x1 =3 dhe x» =2 shuma e rrénjéve x1 =3 dhe x> =2 é&shté e
barabarté me 5, pérkatésisht me koeficientin » me shenjé t&€ kundért, kurse prodhimi i x1 =3 dhe
X2 =2 &shté e barabart€ me anétarin e liré 6. ¢

Do té tregojmé se kjo veti e barazimit katror x> — 5x + 6 = 0 vlen pér ¢do barazim katror.
Teorema 1. (Teorema e Vietit). Nése x; dhe x2 jané rrénjé té barazimit katror ax> + bx + ¢ =

o M tH =~ N =§'
0. Atéheré a dhe
Vértetimi. E dimé se rrénjét e barazimit katror ax*> + bx + ¢ = 0  jané

Nt+x = _b+m+ -b_m =
- 2a 2a
—b+b> —dac —b—+b> —4ac b
- 2a - a )
I —b+\b* —dac -b—b> —dac _ (-b)’ ‘(‘”’; ‘4“) _
Atéheré pér shumén e tyre kemi ~ ~ 2a 2a da”
=b2 —b* +4ac _dac_c

Nése i shumézojmé rrénjét kemi 4a’ 4a’

Sipas késaj, koeficientét a # 0, b dhe ¢ t€ barazimit katror x; dhe x» mund té shprehen

v e . e eae . e N+X=——
népérmjet rrénjéve x; dhe x> me ndihmén e formulave " ™

oy — C
dhe™ ™
té cilat quhen formulat e Vietit.
Eshté e sakté edhe teorema e anasjellté e teoremés sé Vietit.
Teorema 2. (Teorema e anasjellté e Vietit). Nése numrat x; dhe x2 i kénaqin barazimet

b
Nt =-—— fXy=— . . e ..
1TRT7 dhe ' 7 a. Atdherd xi dhe xa jané rrénjét e barazimit katror ax> + bx + ¢ =0

Vértetimi. Pasi @ # 0 barazimi katror ax”> + bx + ¢ = 0 &shté ekuivalent me barazimin

» b
P+Zx+S=0 . b c - v e . v
a a  Nése. - dhe - zévendésojmé me — (x1 + x2) dhe x1 . x» pérkatésisht, e

)
fitojmé barazimin ¥ —(% +X%)¥+% %, =0 Ngse né barazimin katror té fituar, t& panjohurén e
zé€vendésojmé né€ ményré t€ njépasnjéshme me xi, kurse pastaj me x2, kemi
.rll —(q )N +X X = .1'11 —.\'11 =X X +X X, =0,

2 2 2
X = (4N +X X =5 =X —X 485 =0
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prej ku pérfundojmé se x1 dhe x» jané pikérisht rrénjét e barazimit katror ax® + bx + ¢ =0

Zbatimi i formulave té Vietit

Me zbatimin e formulave t€ Vietit mund t€ kontrollojmé se numrat ¢ dhéné a jané€ rrénjé t€ njé
barazimi katror.
Detyra 2. Kontrollo se numrat x; =2 dhe x2 = 1 a jané rrénjé té barazimit katror x* - 3x + 2 =

0

b3,

Zgjidhje. Te barazimi katror i dhéné a = 1, b = -3 dhe ¢ = 2. Pérveg késaj, @ ! dhe

c 2

c
=772 s, NN = s Xy =— . — == ..
a 1 . Nga ana tjetér, * a dhe a . Pasi a dhe a pér shkak t&

Teoremés 2, numrat x; =2 dhe x> = 1 jané rrénjét e barazimit katror x> - 3x +2 =0 ¢
Lidhja ndérmjet koeficientéve dhe rrénjéve té barazimit katror na mundéson t€ formojmé
barazim katror, nése i dimé rrénjét e tij.

N4x,=-

Detyra 3. Formo barazim katror me rrénjét dhe

Zgjidhje. Supozojmé se barazimi katror 1 kérkuar €shté 1 formés . Atéheré€ ai éshté
ekuivalent me barazimin . Prej kushtit t€ detyrés kemi se dhe . Pér
shkak t€ formulave t€ Vietit dhe kemi dhe pérkatésisht
dhe sipas késaj barazimi i kérkuar €shté *

Detyra 4. Formo barazim katror rrénjét e t€ cilit jan€ dy heré mé t€ médha prej rrénjéve té
barazimit katror

Zgjidhje. Le t€ jeté barazimi i kérkuar. Prej kushtit t&€ detyrés . Atéheré
kemi se dhe

Barazimi i kérkuar €shté ¢

Detyra 5. Formo barazim katror rrénjét e té cilit jané t€ barabarta me katrorét e barazimit katror
Zgjidhje. Le t& jet¢ »* + py + g = 0 barazimi i kérkuar. Atéheré kemi

2 +J.-'3}=—(_71'11 +_‘(22]=—|:(I1 +Jr3)1 —2_'(1)'3} = —(22 +2-5)=—l4.

g=1 =5"%" =(xx,) =(=5)" =25
Barazimi katror i kérkuar éshté y* - 14y + 25=0
Polinomi me njé ndryshore t€ shkallés s¢ dyté quhet trinom katror.
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Me zbatimin e formulave té Vietit mund té zbérthehet trinomi katror né shumézues linear.

Pikérisht trinomin e katrorit mund ta shkruajmé né formén
2 ", b c )
ax* +bx+c=al x +—x+—|.
a a)

Me zbatimin e formulave té€ Vietit té€ barazimit té katrorit kemi se

al x* +Ex+E i =a[x* - (xq +x)x+xx]=alx(x—x)-x,(x—x)]=alx—x)(x—x,).

a a)

ax +bx+c=alx—x)x-x,).
Pérfundimisht, fitojmé se (r—x)( 2)

.
< _10v—12
Detyra 6. Zbértheje n€ shumézues linear trinomin 207 =10x =12,

Zgjidhje. Me ndihmén e formulave pér zgjidhjen e barazimit katror gjejmé se barazimi katror

2x" —10x-12=0 X, =6 u x, =—1.

ka rrénjé . Prej formulés s€ sipérme e fitojmé
2 10v—17 — v .
bérthimin 2x —10x—-12=2(x—6)(x+1). +
Detyra 7. Pér cilat vlera té parametrit real m rrénjét e barazimit katror e kénaqin
barazimin
Zgjidhje. Pér shkak té formulave té Vietit kemi
.1-1 + .1-1 = _3
Xp-X =m.
Formula e par€ e Vietit s€ bashku me kushtin e detyrés pércakton sistem prej dy
barazimeve lineare sipas t€ panjohurave dhe
.1-1 + l—: = _3;
zgjidhja e t& cilit &shté dhe Duke zévendésuar vlerat e fituara pér
dhe te formula e dyté e Vietit kemi prej ku vijon se ¢
Formula e paré€ e Vietit s€ bashku me kushtin e detyrés pércakton sistem prej dy
barazimeve lineare sipas t€ panjohurave dhe
zgjidhja e té cilit éshté dhe . Duke zévendésuar vlerat e fituara pér
dhe te formula e dyté e Vietit kemi prej ku vijon se *
Detyra 8. Shuma e dy numrave &shté , ndérsa prodhimi i tyre &shté . Cilat

jang ata numra?
Zgjidhje. Prej teoremés sé anasjellté t& Vietit vijon se numrat e kérkuar x; dhe x> jané rrénjét e

2 1
. e . . . N=T"HX=—.
barazimit ose sipas késaj, kemi se dhe " 3 7 6 ¢
Detyra 9. Le té jené x; dhe x; rrénjét e barazimit . Pa e zgjidhur barazimin té caktohet
vlera e parametrit real m, ashtu qé
2 2 1 2Zm-1 2Zm-1
N0+ =00 (g +n)=—- ==
. 3

Zgjidhje. Prej formulave t€ Vietit kemi " " )
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pra . Prej kétu e fitojmé€ barazimin katror, q€ ka rrénjé t& dyfishté m = 1. Ajo €shté
vlera e kérkuar e .
Detyra 10. Pa e zgjidhur barazimin katror , cakto vlerén e shprehjes a) b)
, a2 X,
a) x +x3 0) ﬁ+—-
X N
o . 1Y .2 37
a) o +x =(x+x,) —2xx, :[ - -2 —=—
} 1 - ( 1 Ay xl - \ 3 J 3 9
Zgjidhje: a) b)
37
oL _hTh :i=£_¢
L X XX, 2 6
3
Detyra
1. Njehso shumén dhe prodhimin e rrénjéve t€ kétyre barazimeve katrore: a) b) c) ¢) d) dh)
a) x* —3x+2=0 6) X +2x—1=0 B) x°—37x+27=0
r x> —15=0 T —x"+7x-3=0 ) ax’ —(a’ +9)x-9=0.

2. Formo barazim katror rrénjét e t&€ cilit jané: a) b) c¢) ¢) d) dh)

ﬂ) X, =5: Xy =7 ﬁ) X =—3, Xy =-5 B) x =§: Xy =—4

3. Pa e zgjdhur Dbarazimin cakto 1rénjét e tij:ta) b) c¢) ¢) d) dh)

a) x> —9x+20=0 &) 6x°—17x+10=0 B) X +11x—12=0

r) x*+2x—15=0 1) X —(2p+Dx+2p=0 ) x> +(3a—-1)x—-3a=0.

4. Zbértheji né shumézues linear trinomet:a) b) c)
a) x> +x—2 6) 3x2 —9x—12 B) 2x° —72.

5. Le té jené x; dhe x; rrénjé t€ barazimit . Pa e zgjidhur barazimin t€ caktohet vlera e

parametrit real m, ashtu qé

6. Shuma e dy numrave &éshté -2, ndérsa prodhimi i tyre éshté . Cilét jan€ ata numra?

7. Formo barazim katror rrénjét e té cilés jané€ reciproke me rrénjét e barazimit katror
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4.6. Zbatimi i barazimit katror

Barazimet katrore kané zbatim t€ madh né matematiké, fiziké, kimi dhe n€ shkenca té tjera.
Meényra e zgjidhjes s€ problemeve me ndihmén e aparatit matematikor i pérmban zakonisht
kéta hapa.

Hapi 1. Caktimi i madhésive t€ njohura dhe t€ panjohura, si edhe pércaktimi i bashkésis€ sé
vlerave pér madhésité e panjohura;

Hapi 2. Sipas kushteve te detyra shprehet lidhja ndérmjet madhésive, pérkatésisht formohen
barazime dhe pabarazime;

Hapi 3. Zgjidhja e barazimeve dhe pabarazimeve té fituara;

Hapi 4. Interpretimi i rezultateve t€ fituara né pajtim me kushtet e detyrés;

Hapi 5. Prova e rezultatit.

Detyra 1. Prodhimi i dy numrave t& njépasnjéshém natyror tek éshté i1 barabarté¢ me 195. Cilét
jané ata numra?

Zgjidhje. Hapi 1. Ta shénojmé me x mé t€ voglin prej dy numrave té kérkuar. At€heré mé i
madhi prej numrave e ka formén

Hapi 2. N€ pajtim me kushtin te detyra x €shté numér natyror tek dhe . Numri i
kérkuar €shté zgjidhje e barazimit katror

Hapi 3. Rrénjé e barazimit katror té fituar €shté dhe

Hapi 4. Zgjidhja e eliminojmé pasi -15 nuk &sht€ numér natyror. Prandaj, mé i vogli
prej té dy numrave té kérkuar €shté numri 13. At€heré numri mé i madh éshté

Hapi 5. Prova: 13 dhe 15 jané€ numra natyroré€ tek t€ njépasnjéshém ¢

Detyra 2. Kopshti né formé t€ drejtkéndéshit ésht€ 5 metra e gjeré dhe 7
metra e gjat€. Nése gjerésiné dhe gjatésin€ e kopshtit e zmadhojmé pér vleré
té nj&jte, atéheré syprina e kopshtit do t€ zmadhohet pér 28 metra katroré. Pér
sa jané zmadhuar gjaté€sia dhe gjerésia e kopshtit? 5
Zgjidhje. Hapi 1. Gjerésiné dhe gjatésin€ e kopshtit le t’i zmadhojmé pér x 7 x
metra (vizatimi 1).

Vizatimi 1

Hapi 2. Dimensionet ¢ reja t&€ kopshtit jané dhe . Atéheré€ syprina e re do té
jeté . Prej kushtit t€ detyrés fitojmé se sipas asaj e fitojmé barazimin katror
pérkatésisht

Hapi 3. Rrénjét e fituara t€ barazimit katror jané dhe

Hapi 4. Pasi zmadhimi i gjatésis€ €sht€ madhési pozitive pérfundojmé se vetém 2 &shté
zgjidhje e problemit t€ parashtruar, pérkatésisht gjerésia dhe gjatésia e kopshtit zmadhohet pér
2 metra.

T+x

=

S5+x

Hapi 5. Kontrolli: Gjerésia e re e kopshtit &shté metra, kurse gjatésia e re
metra. Syprina e kopshtit t€ dhéné metra katror€, ndérsa syprina e kopshtit té ri do t&
jeté metra katroré. Zmadhimi 1 syprinés éshté metra katroré. ¢
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Detyra 3. Njé fabriké pér barna obligohet t€ dérgojé 600 pako prej njé bari pér kohé té caktuar.
Me zmadhimin e produktivitetit t€ punés né fabriké, norma ditore &shté zmadhuar pér 10
paketime, pra né két€ ményré dérgesa €shté kryer 3 dité mé herét prej asaj q€ éshté planifikuar.
Sa paketime té barit fabrika ka prodhuar n€ dit€? Pér sa dité éshté kryer dérgesa?

Zgjidhje. Me x le ta shénojmé numrin e paketimeve ditore t€ cilat jané planifikuar né fillim t&
dérgesés. At€heré numri i1 dit€ve pér até dé€rgesé Eshté . Me zmadhimin e
produktivitetit, numri 1 paketimeve ditore €shté béré , kurse numri i ditéve

N¢é kété ményré e fitojmé barazimin . Me rregulhmln e barazimit t& fituar

Zgjidhjet e tij jané dhe . Pasi x e shénon numrin e paketimeve d1t0re
zgjidhja e dyt€ nuk ka kuptim, pra hidhet. Mund té pérfundojmé se né fillim nga 40 paketime
ditore, por kjo do t€ thoté se dité té nevojshme pér dérgesé. Me zmadhimin e
produktivitetit jan€ prodhuar nga 50 paketime pér 12 ditE. ¢

Detyra

1. Perimetri i nj€ kopshti drejtkéndor €shté pér 261 mé i1 vogél se syprina e tij. Brinjét e kopshtit
jan€ dy numra natyroré t&€ njépasnjéshém. Cilét jané ata numra?

2. Hapésira e ekspozités e ka bazén e drejtkéndéshit me sypriné 60m?. Njehso perimetrin e
drejtkéndéshit né€se njéra brinj€ &shté pér 4m mé e madhe prej tjetrés.

3. Njé oborr e ka formén e drejtkénd€shit me syprin€ prej sa metra tel €shté i
nevojshém pér rrethimin e tyre nése njéra brinjé e oborrit éshté pér Sm mé e shkurtér prej
tjetrés, kurse pér dyert e hyrjes duhet t€ ngelin 5m?

4. Cmimi i kostos sé njé pajisjeje elektrike &shté 25 euro. Pas zvogélimit t€ dyfisht€ t€ ¢cmimit
€sht€ 18 euro. Pér sa pérqind éshté zvogéluar ¢mimi i pajisjes elektrike herén e paré,
pérkatésisht herén e dyté, nése pérqindja e zvogélimit t€ dyté &shté dy heré mé e madhe prej
pérqindjes s€ zvogélimit té paré?

5. Njé rezervuar me tretje pér dezinfektim mbushet népérmjet dy gypave e gjerési t€ ndryshme.
Koha pér té cilén mbushet népér gypin mé t&€ gjeré €shté pér 5 oré mé e shkurtér prej kohés e
cila éshté e nevojshme t€ mbushet népér gypin mé t€ ngushté. Népér té dy gypat njékohésisht
mbushet pér 6 oré. Cakto pér sa kohé rezervuari do t€ mbushet népér ¢do gyp né vecanti?

4.7. Barazimet racionale thyesore

Sikurse e dimé, barazimi i cili pérmban vetém funksione polinome quhet barazim algjebrik,
ndérsa barazimi i cili pérmban funksion racional thyesor quhet barazim racional thyesor. Do
té supozojmé se e panjohura pranon vlera n€ bashkésiné e numrave realg.

Shembulli 1. Barazimi €shté barazim algjebrik, ndérsa barazimet dhe
jané barazime racionale thyesore. 4
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Né vazhdimé do t€ mésojmé barazime racionale thyesore me njé t€ panjohur zgjidhja e t€ cilés
sillet n€ zgjidhjen e barazimit linear ose katror.

3] I
1___9 X _1

Detyra 1. Zgjidhe barazimin * X~ 3

Zgjidhje. Hapi 1. S€ pari ta caktojmé bashkésiné e pérkufizimit t& barazimit t€ dhéné,
pérkatésisht t’i caktojmé té gjitha vlerat pér t€ cilat barazimi ka kuptim. Pasi eméruesi te
thyesave te barazimi anulohen pér x = 0 dhe x = 3 pérfundojmé se bashkésiné e pérkufizimit té
barazimit t€ dhéné e pérbéjné té gjithé numrat real€ x # 0 dhe x # 3.

Hapi 2. Kérkojmé shuméfish mé t€ vogél t€ pérbashkét (SHVP) prej eméruesve té thyesave té

cilét paraqiten te barazimi. Né rastin SHVP prej eméruesve t€ thyesave te barazimi i dhéné

x x=3
12 9—y &3
-~ _ = 1
X x-—3 )
gshté x(x-3)

Hapi 3. Té dy anét e barazimeve t€ dhéna i shumézojmé me t€ ashtuquajturén SHVP prej
eméruesve t& thyesave, pérkatésisht barazimi 1 dhéné lirohet prej eméruesve me té cilén ai
kalon né barazim algjebrik. N€ rastin tone e fitojmé barazimin

12(x—3)—x(9—x) = x(x —3).

Hapi 4. E zgjidhim barazimin algjebrik té fituar, i cili €shté ekuivalente me barazimin e dhéné

pér t& gjitha vlerat e x prej bashkésisé s¢ pérkufizuar. Barazimi &shté ekuivalent me
barazimin pérkatésisht me barazimin x = 6.
Pasi gjaté x = 6 vlen pérfundojmé se barazimi racional thyesor i dhéné dhe barazimi i
fituar x = 6 jané ekuivalent. Pérfundimisht, fitojmé se zgjidhje e barazimit té¢ dhéné éshté x = 6.
¢
* gtz
x+1 x—-1 x -1

Detyra 2. Zgjidhe barazimin
Zgjidhje. Hapi 1. Pasi eméruesi te thyesave te barazimi anulohen pér x = 1 dhe x = -1
pérfundojmé se bashkésiné e pérkufizimit t€ barazimit t€ dhéné e pérbéjné té€ gjithé numrat
realé dhe

Hapi 2. Kérkojmé shuméfishin mé t€ vogél t€ pérbashkét (SHVP) prej eméruesve té thyesave

té cilat paraqiten te barazimi. Pér két€ qéllim e zbérthejmé trinomin katror . Né
barazime lineare . At€heré SHVP prej eméruesve té thyesave te barazimi i dhéné €shté
x=1 x+l1
¥ (x-1)(x+1) 1 z
-1 =—+—
x+1 x—-1 x -1
[.r—l?lf:x—'.]

Hapi 3. Barazimi 1 dhéné lirohet prej eméruesve me té cilét ai kalon né barazim algjebrik
¥ —x—x+l=x+1+2.
Hapi 4. E zgjidhim barazimin algjebrik té fituar, 1 cili éshté ekuivalent me té dhénin pér té

gjitha vlerat e x prej bashkésisé sé pérkufizimit. Barazimi éshté ekuivalent me
barazimin pérkatésisht me barazimin .

Vlera e fituar pér . Nuk éshté bashkésia e pérkufizimit t&€ barazimit racional t& dhéné
thyesor. Sipas késaj, x = —1 &shté rrénja e barazimit algjebrik , kurse nuk &shté€ rrénja

e barazimit racional t€ dhéné€ thyesor. Domethéné, barazimi racional thyesor nuk ka zgjidhje. ¢
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Vlera e fituar pér . Nuk €&shté né bashkésiné e pérkufizimit t€ barazimit racional
thyesor. Prandaj, &shté rrénj€ e barazimit algjebrik , por nuk €shté rrénjé€ e
barazimit racional thyesor. Domethéné, barazimi racional thyesor nuk ka zgjidhje. ¢

6 3 x+1

21 x+1 x-1
Detyra 3. Zgjidhe barazimin * * !

Zgjidhje. Hapi 1. Pasi eméruesi te thyesave te barazimi anulohen pér x = 1 dhe x = -1
pérfundojmé se bashkésiné e pérkufizimit t€ barazimit t&¢ dhéné e pérb&jné t& gjithé numrat
realé x =1 dhe x = -1

Hapi 2. SHVP prej eméruesve t€ thyesave t€ cilat paraqgiten te barazimi éshté

Hapi 3. Barazimi 1 dhéné lirohet prej eméruesve me t€ cilét ai kalon n€ barazim algjebrik

x=1 x+l
6 3  x+l1
x' -1 x+1 .r—lJI
-:.'c—'.]\-':x—'.:|

1 cili éshté ekuivalente me barazimin katror

Hapi 4. Barazimi 1 fundit ka dy rrénjé dhe . Poashtu rrénja éshté
rrénj€ e barazimit t&€ dhéné racional, pasi i ploté€son kushtet te rrénja e dyté
Nuk &éshté rrénj€ e barazimit racional thyesor, pasi nuk i plotéson kushtet pérkatésisht

nuk 1 takon bashkésisé sé pérkufizimit té€ barazimit racional thyesor. ¢

Nése né veté fillimin gjaté zgjidhjes s€ njé barazimi racional thyesor nuk e kemi konstatuar
bashkésiné e pérkufizimit té panjohurés, at€heré pas fitimit t&€ zgjidhjeve t& barazimit algjebrik
duhet t€ kontrollojmé se ¢do zgjidhje e barazimit algjebrik a éshté zgjidhje e barazimit racional
té dhéné thyesor. Ky pérfundimé del prej faktit se gjaté lirimit t€ barazimit racional thyesor prej
eméruesit (i cili e pérmban té panjohurén) i shumézojmé me SHVP t& gjitha shprehjet te
barazimi.

Me kété fitojmé barazim algjebrik, bashkésia e pérkufizimit t& t&€ cilit éshté mé e gjeré prej
bashkésisé sé pérkufizimit t€ barazimit racional thyesor pasi nuk e respektojmé teoremén pér
barazime ekuivalente, e cila paraget shumézues jozero. Pér két€ shkak barazimi algjebrik i
fituar dhe barazimi i dhéné racional thyesor jo gjithmoné jané ekuivalent.

Shembulli 2. Barazimi racional thyesor . Nuk ka kuptim pér x = 3, ndérsa barazimi
algjebrik , q¢ fitohet me lirimin e barazimit racional thyesor prej eméruesit, ka kuptim
pér ¢cdo numér real x. Sipas késaj, t€ dy barazimet nuk jan€ ekuivalente. 4

Deri tani shembujt e zgjidhur dhe diskutimi i béré tregojné€ se pér t€ zgjidhur njé barazim
racional thyesor duhet t’i realizojmé kéta hapa:

Hapi 1. Ta caktojmé bashkésin€ e pérkufizimit t&€ barazimit t& dhéné, pérkatésisht t’i caktojmé
vlerat e t€ panjohurés pér té cilat barazimi ka kuptim.

Hapi 2. Té caktohet shuméfishi mé i vogél i pérbashkét (SHVP) prej eméruesve té t€ gjitha
shprehjeve te barazimi.

Hapi 3. Ta lirojmé barazimin prej eméruesit.
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BARAZIMI KATROR

Hapi 4. Ta zgjidhim barazimin algjebrik t€ fituar, i cili €shté ekuivalent me barazimin e dhéné
pér t€ gjitha vlerat e x prej bashké&sis€ sé pérkufizimit.

Né vazhdimé do t€ zgjidhim barazim racional thyesor parametrik.

Detyra 4*. Zgjidhe barazimi racional thyesor parametrik

ku a dhe b jané parametra real jozero.

Zgjidhje. Barazimi i dhéné ka kuptim pér ¢do numér real x # 0.

SHVP prej eméruesve t€ thyesave t€ cilat paraqiten te barazimi €shté

Barazimi i dhéné lirohet prej eméruesit me t€ cilin ai kalon né€ barazim algjebrik

i cili &éshté ekuivalent me barazimin katror

Nése . Atéheré ¢do numér real x # 0 €shté zgjidhje e barazimit katror.
Nése . Atéher€ barazimi i fundit €shté ekuivalent me barazimin
rrénjét e té cilit jané dhe
Sipas késaj mund t€ pérfundojmé se, nése . At€her€ pér ¢do numér real x # 0 &shté
rrénj€ e barazimit racional thyesor, ndérsa nése . Atéheré ai ka dy rrénjé reale
dhe ¢
Detyra
1. Cakto  bashkésiné e  pérkufizimit t€  kétyre  barazimeve: a) b
3 1 x+3 1
a) =4 - 0 + =
4x—5 x—2 2 (x—=5)x+1)
2. Pér cilat vlera té X éshté 1 sakté gjykimi:
1 1 x'—9  3x+1 X+8 8
a) H 0) H B) H1+-—7
xr—3 x+3 X 3 X X

3. Pér cilat vlera t€ x jané t€ barabarta shprehjet e dhéna: a) b) c¢) ¢)

x 3 x+1
—3x+4 x+2 4 5y 4
B) - N —— -
1-x X 9y°—1 3y—-1 3y+1
4. Zgjidhi kéto  barazime racionale thyesore a) b) c) ¢)
X 1 —X . X+3 X x?
a) + 0) - 1

2 4+2x-3 x+3 x-1 2x-1 x+2 2x%43x-2
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MoaynapHa eauMHuLa

X 1 3x+1 x+1
B) — + =— ry —=1.
Xx*—6x-7 x-=T7 x +x X +8x-7
*5. Zgjidhe barazimin racional thyesor parametrik ku a dhe b jané€ parametra real
jozero.
DETYRA PER PERSERITJE
1. Cakto numrin e té panjohurave dhe shkallén e kétyre barazimeve: a) b) c)
1 2 2
a) —EI—Z: 6) (x =7y =4x-1 B) xy+12x=y.
2.  Transformoji né formén normale kéto barazime katrore: a) b) ¢)
2 2 1, x+1
a) 4x " +7x-1=0 0) —x  —2x=5 B) Ex‘ :T_
3. Zgjidhi kéto barazime katrore: a) b) c)
a) x> —2x=0 8) 4x° +x=x(2x-1) B) ax”® —bx =x".
4. Gjeji _ rrénjét e kétyre  barazimeve katrore: a) b) C)
il |" 3 A |" 3 k 1 1 2
a) 3x°+2=0 6) [3x+—lt 3x——]=54 B) x —a =b"—2ab.
A 20 2,
5. Zgjidhi kéto barazime katrore: a) b) C) ¢)
a) X’ —x—42=0 6) ¥y +2y—143=0
B) x° —18x+81=0 ) (x—2) +(x+3)* =3x*-22
6. Cakto parametrin a ashtu q€ barazimi ka:
a) rrénj€ reale t€ ndryshme b) rrénjé komplekse té€ konjuguara.
7. Thjeshto thyesén: a) b) c)
2x* —x-15 _ x’—5x-14 7a* +12a—4
A) ————— 0) ———— B) ————.
x -9 -X"+2x+35 3a” +5a-2

8. Pér cilén vleré t€ parametrit p barazimi

a) éshté katror b) éshté linear c) ka rrénjé t€ dyfishté ¢) ka dy rrénjé reale t€ ndryshme

9. Largésia ndérmjet gendrave té blerjes sé perimeve, A dhe B éshté 588km. Treni i transportit

prej A deri né B e kalon largésiné pér 2 oré dhe 20 minuta, mé shpejt se treni transportues prej

B kah A. Cfaré shpejtésie ka ¢donjéri prej trenave nése shpejtésité e tyre ndryshojné pér

21km/h?

10. Kopshti drejtkéndor, 4m 1 gjeré dhe 6m 1 gjate, Eshté rrethuar me rrugé me gjerési t€ njé;jte.

Gjej gjerésiné e rrugés nése syprina e rrugés &shté e barabarté me syprinén e kopshtit.

11. Zgjidhi kéto _barazime  racionale thyesore: a) b)
I+x x-1 12 x+1

- = - ) ———=1.
x—1 1+x 1-x

X" +8x+7

12. Dy kamioné pér transport t& druréve, t€ larguar ndérmjet veti 300km, nisen njéri pérballé
tjetrit, n€ rrugén e nj€jté. Kamioni 1 par€ e ka shpejtésiné pér Skm/h mé t€ madhe se shpejtésia
e té dytit. Kamioni i par€ do t€ kalojé gjysmén e rrugés, pér kohén e cila éshté pér 7 oré mé e
shkurtér prej kohés s€ kalimit té rrugés pér t€ dy kamionét. Cakto shpejtésiné dhe kohén e
kalimit té rrugés pér té dy kamionét
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Barazimet e llojit
ax* +bx’ +c=0. a=0, 1)

ku a, b dhe ¢ jané numra real€ ose shprehje q€ nuk varen prej t€ panjohurés x, quhet

4 —_
. 2x* —7x* +20=0, %+3x3 +20=0, x'+43x7=0, 50 2 33(4 =0. . .
Barazimet 2 3 dhe jan€ shembuj

pér barazime bikatrore. ¢

T€ vérejmé se te barazimi bikatror, ¢ panjohura x paraqitet vetém né fuqi ¢ift. Me futjen e
x*=vy

zévendésimit ...

barazimi (1) transformohet né barazim katror sipas t€ panjohurés y, pérkatésisht te barazimi

a}’z +by+c=0, a=0,

* Nése diskriminanta e barazimit (2), . At€heré€ ai ka dy rrénjé reale y; dhe y». Pas
pércaktimit t€ rrénjéve té barazimit (1) kthehemi te zévendésimi i futur, pérkatésisht i zgjidhim
barazimet katrore dhe
T¢ gjitha rrénjét reale t€ dy barazimeve té fundit, jané rrénjé té barazimit bikatror (1). Nése
asnjéri prej atyre nuk ka rrénjé reale, at€heré barazimi bikatror nuk ka rrénjé reale.
* Nése diskriminanta e barazimit (2), . Atéheré ai nuk ka rrénjé reale, Prandaj, ai dhe
barazimi bikatror nuk kan€ rrénjé reale.
Prej diskutimit t€ béré nuk &shté véshtiré t€ pérfundohet se zgjidhja e barazimit bikatror mund
té sillet n€ zgjidhjen e barazimit bikatror.
x*—34x" +225=0.
Zgjidhe barazimin bikatror
Me futjen e zévendésimit * =V

T w e

- L y? —34y+225=0.
e fitojmé barazimin bikatror - .

Me zbatimin e formulés pér njehsimin e rrénjéve t€ barazimit katror, fitojmé

—(—34)£,/(-34)" -4.1-225

Vi, = =171+64 =1718,

CT 2-1

g =2 H Y =00 e o e
pérkatésisht =~ oo . Nése kthehemi te zé€vendésimi i futur, pérkatésisht nése i

o . x'=25mx’=9
zgjidhim barazime
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- L N X, =5 x,=-5 x=31x,=-3
fitojmé se barazimi bikatror ka katér rrénj€ reale -

T¢€ vérejmé se rrénjét e fituara jané dyshe simetrike n€ lidhje me boshtin real (£5 dhe £3). ¢
X +x-20=0
Zgjidhe barazimin bikatror : -
Y ApH20=0
Me futjen e z&€vendésimit ° ! e fitojmé barazimin bikatror

w i e ares o V=4 H Y, =35
rrénjét e té cilit jané 1 %

N¢ até rast prej té dy barazimeve

zgjidhje reale ka vetém barazimi i paré dhe ato jané :

Sipas késaj, barazimi 1 dhéné bikatror ka dy rrénjé€ reale

Dy zgjidhjet e tjera té barazimit katror jané komplekse d.m.th.,

4 7.0
Zgjidhe barazimin bikatror =7 =0

o xT=Y
Me futjen e z€vendésimit .

e fitojmé barazimin katror "h=0ay,=7
rrénjét e té cilit jané ' =0max =7
Duke i zgjidhur barazimet dhe
fitojmé se barazimi bikatror ka katér rrénjé reale prej t€ cilave nj€ rrénjé e dyfisht€ dhe dy t&

X;=7THX, =-1.
L4

Zgjidhe barazimin bikatror

Me futjen e z&€vendésimit

e fitojmé barazimin katror

ndryshme

3
n=0my,= T3
rrénjét e té cilit jané

) 3

=0 m x = s
NE¢ até rast prej t€ dy barazimeve
vetém barazimi i par€ ka nj€ rrénjé t& dyﬁshte sipas késaj, barazimi bikatror i dhéné

X, = f'IBHx'—f"E
3= \II 5 Ay = »VI 5
ka njé rrénj€ t&€ dyfishté dhe dy rrénjé komplekse ¢
X +3=0 e
Barazimi a ka zgjidhje reale?
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Me futjen e z€vendé€simit e fitojmé barazimin katror
e cila ka rrénjé reale. Sipas késaj, barazimi i dhéné bikatror nuk ka rrénjé reale. ¢
Prej shembujve t€ paraqitur nuk éshté véshtiré t& pérfundohet se njé€ barazim bikatror ka ose
katér ose dy ose nuk ka asnjé rrénjé reale.

Pérveg késaj nése nj€ numér real &shté rrénj€ e barazimit bikatror

atéheré

Pasi

mund t& pérfundojmé se numri i kundért i tij real &shté gjithashtu rrénj€ e barazimit.
Mg tutje nése €shté rrénjé e njé barazimi bikatror, at€heré pre;j vijon
pérkatésisht ¢ = 0. Prandaj, mund té pérfundojmé se barazimi i shqyrtuar bikatror €shté i
formés . Barazimi i fundit ka dy rrénj€ reale t&€ barabarta me zero. Sipas késaj nése
barazimi bikatror ka rrénjé . Atéher€ ai €shté rrénjé e dyfishté. Edhe aq mé shumé nése
b =0 atéheré €shté rrénjé katérshe.

Sipas késaj rrénjét e njé barazimi bikatror jané numra realé té cilét té shqyrtuar te boshti
numerik jané simetrike né lidhje me zeron.

Cilat prej kétyre barazimeve jané barazime bikatrore: a) b) c) ¢) d) dh)
a) x*+2xt —3=0: 6 3x*—7x* +1=0: B) 1‘3—2:{3—?=ﬂ;
r 2x*-9=0; 1) 3x* —2x7 =0; ) 7x* —2x=0.

Caktoji  rrénjét e kétyre barazimeve _bikatroge: a) by ¢) ¢ d dh)
a) 9xF —226x" +25=0; 6) —36x +25x"—-4=0;. B) 1 -13t"+36=0;

r) x*—10x*+25=0; 1) 4x* -1=0; 1) 49x* +2x° =0.

Zgjidhi kéto barazime bikatrore: a) b) c) ¢) d) dh)
a) 9x* —6x° +1=0; 6) 3x* —8x" -3=0; B) 4t —17t° +4=0:
r) 7x* +3=0; 1) 64x* —9x” =0; ) 49x* -81=0.

Sa  rénjé¢ kané kéto barazime Dbikatrore? a) b) <¢) ¢) d) dh)
) 9x* —38x" +8=0. 6) —x ' —-5x'—4=0. B) 1 —13t'+36=0;

0 x*+5x" +8=0; 1) (27 -3) -16=0: 0 +1)" -3(x"+) =2

Zbértheji né shumézues polinomet:

a) x' —5x7 +4=0; 6) 4y* —29y* +25=0.

) Thjeshtoji thyesat: a) b)
Y xt-16 5 ¥ 11" + 24
ot o133 +36° X -17x1+ 72
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Ekzistojné lloje t€ ndryshme t€ barazimeve t€ cilat me zé€vendé€sime dhe transformime té
caktuara mund t€ sillen né zgjidhjen e barazimeve katrore. Disa prej atyre barazimeve duhet t’i
zbérthejmé paraprakisht né shumézues me ndihmén e formulave pér shumézim t€ shkurtuar.

Barazimin mund ta zgjidhim nése paraprakisht e zb&rthejmé né
shumézues  duke  shfrytézuar  formulén  ndryshimi 1  kubeve, pra  kemi

a+h = I[aib_][a: $ab+b:‘_}.

Ky prodhim &sht€é zero nése t€ paktén njéri prej shumézuesve &éshté zero, d.m.th.,

X —1=(x-1)(x"+x+1)=0. X' +x+1=0 . .

( J[ ]I ose . Domethéné, e fitojmé bashkésiné e
barazimeve , prej ku prej barazimit t& dhéné fitohet x; = 1, kurse zgjidhje e barazimit
té dyté jané .4
Né kété ményré kemi ményré pér zgjidhjen e barazimeve t€ 1lojit
Parashtrohet pyetja se si ta zgjidhim barazimin e llojit . Nése . Me ndihmén e
zévendésimit , barazimi béhet barazim 1 llojit

Zgjidhe barazimin .
Me ndihmén e zévendésimit fitohet barazimi d.m.th., . Né
ményré analoge té zgjidl}jes prej shembullit 1 kemi: , pra me kthimin te zévendésimi
X q/? . f-l:f\E] ‘|IE
Y ==Xy = ———— |- —-
S l 2 V3
fitohen zgjidhjet ’
Duke pasur parasysh mund t’i zgjidhim té gjitha barazimet e llojit . Nése paraprakisht
, ¥ -1=(x7) -1 =(x -1)(¥ +1)=0
shkruajmé se ) o ¢
Barazimi i llojit pér dhe quhet prej fuqis€ n dhe
b
XxX=y n— o _
at€ me zé€vendésimin Va sillet né barazimin e llojit . Kétu do t& ndalemi

vetém te ato barazime ana e majté e t€ cilit mund té shkruhet si prodhim té shumézuesve linearé
dhe katror.
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a) 3x*-2=0. ) 2x*+7=0.

Zgjidhi barazimet:
Me zévendésimin fitohet barazimi
por pas zbérthimit t€ shumézuesve
fitohet bashkésia
y—1=0
y+1=0 Te. yy=Ly,=-1y,,==%I.
¥ +1=0

B B
X, :"44";" X, = —,:Illé X, =i
Me kthimin e z&évendésimit fitohet 3 3
Me zévendésimin fitohet barazimi tani pér ta zbérthyer né shumézues
anén ¢ majté e plot€sojmé deri né té ploté katror dhe kemi . Kjo do té thoté se duhet t’i
gjejmé té gjitha zgjidhjet e bashkésisé . Zgjidhet e kétyre barazimeve jané ,
kurse me kthimin né zévendésimin fitohet dhe .

2
-

Barazimet e formés pér dhe quhen barazime trinom dhe me
zévendésimin sillet né barazim katror. Prej kétyre barazimeve kétu do té ndalemi te
ato te té cilat barazimet mund t’i zgjidhim me zbérthim té prodhimit prej
shumézuesve linearé dhe katror.

Barazimi me zévendésimin sillet n€ barazimin
d.m.th., , prej ku fitohet se , pra tani duhet t’i zgjidhim barazimet
dhe . Né ményré analoge detyrat paraprake kemi: dhe d.m.th.,
. ¢

Barazimet e llojit pér dhe , quhen dhe me

zévend€simin transformohen né barazime katrore. Poashtu &shté shprehje e
cila varet prej t€ panjohurés.
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(x*+x+1) —3(x* +x+1)+2=0

Barazimi me zévendésimin

X +x+l=y y?—=3y+2=0 y=1m1 y,=2.
" transformohet ' te zgjidhjet e té cilit jané ! -2 .

- T X +x+1=1 Te X 4+x=0
Me kthimin te zévendésimi fitohet zgjidhjet e té cilit jané

. :ﬂ X Zﬂ
2

X, X,
2 dhe = e

Barazimi i llojit , pér dhe quhet

Barazimi éshté barazim simetrik i1 shkallés sé treté dhe me zbérthim té
anés sé majté fitohet

5x° +2x7 +2x+5=5(x" +1)+ 2x(x+1) =5(x+1)(x* —x +1)+ 2x(x+1) =

= (x+1)(5x7 =5x+5+2x) = (x+1)(5x" =3x+5) =0

{x +1=0 3+i,/o1
d.m.th.,

10

¢

2 _ X =-1Lx;
X =3x+5=0 prej ku fitohen zgjidhjet
Barazimi i llojit , pér dhe quhet
. Ményra pér zgjidhjen realizohet n€ dy hapa. Te barazimi i paré barazimi pjes€tohet me
dhe barazimi e ka formén

por pastaj vendohet zé€vend€simi , pra né két€ ményré fitohet barazimi
d.m.th.,
Zgjidhi barazimet:
ése e pércjellim ményrén dhe s€ pari pjesétojmé me do té fitohet
barazimi , kurse me z€vendésimin ¢ kemi barazimin d.m.th,

. Barazimi katror i fundit ka zgjidhje té cilat jané numra kompleks, pra themi se
barazimi nuk ka zgjidhje né bashkésin€ e numrave real€, d.m.th., fitojmé& barazim me koeficient
kompleks

€ ményr€ analoge me a) fitohen zgjidhjet t€ cilat jané . Me kthimin te

1
1+;:1 [xj—x—1=:}
T e.

¥ +2x+1=0

zé€vendésimi  fitohet prej ku fitohen zgjidhjet
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1. Zgjidhi barazimet: a) b) c) ¢) d) dh)
a) X —64=0_ 6) x*—81=0. B) x"—19x" —216=0,

r) (x* +5x+8) —6(x* +5x+8)+8=0, 1 38 +x*—x-3=0,

r) 6x' —35x° +62x° —35x+6=0_

T shqyrtojmé barazimet e formés

Vx+2=1 x+3-1=43x+1, Il_ —\3x+2=0
VX+2

Parashtrohet pyetja cilén veti t& pérbashkét e kané barazimet e dhéna? Pérveg késaj ato jané
barazime me njé€ t€ panjohur, t€ gjitha ato pérmbajné funksione iracionale né lidhje me té
panjohurén, pérkatésisht né€ té gjitha ato barazime e panjohura x pérmbahet nén shenjén pér
rrénjézim.

Barazimet té cilat e pérmbajné nén shenjén pér rrénjézim quhen

Barazimet

f { 2 s f [ 3 ) X
AVX+2-1=+x" -2, 3x+1—4x —x+2=2x+1, x.-'.1'+2-~.,'x‘—2:5

V2X—144x+2 =4, V3-x+—,[9-=

jan€ shembuj t€ barazimeve iracionale. ¢

Llojllojshméria e madhe e barazimeve iracionale pamund€sojné paraqitjen e tyre n€ formén e
pérgjithshme. Pér kété nuk jemi n€ gjendje t& gjejme algoritém universal pér zgjidhjen e tyre.
Por megjithaté né bazé t€ ményrés pér zgjidhje t€ njé barazimi iracional &shté operacioni
fuqizim. Shqyrtimi yné€ do té jeté orientuar né shqyrtimin e disa llojeve té barazimeve
iracionale té cilat sillen né barazime katrore ose lineare.

Zgjidhe barazimin iracional

Barazimi i dhéné iracional €shté ekuivalent me barazimin
Me kuadrimin e t€ dy anéve t€ barazimit e fitojmé barazimin katror
rrénjét e té cilit jané dhe
Tani parashtrohet pyetja: Cfaré lidhje ekziston ndérmjet rrénjéve té barazimit té fituar katror
dhe rrénjéve t€ barazimit t€ dhéné iracional? Pasi

6°+6+1>0m 1" +1+7>0,
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mund té pérfundojmé se t€ dy rrénjét e fituara t€ barazimit katror jané né bashkésiné e
pérkufizimit t€ barazimit iracional, pérkatésisht pér ¢donjérin prej tyre shprehjet te barazimi
kané kuptim. Me zévendésim pér té dy vlerat e rrénjéve te barazimi iracional fitojmé njé
barazim numerik t€ vérteté
dhe njé barazim numerik té pavérteté
prej ku mund té€ pérfundojmé se vet€ém njéri prej rrénjéve t€ barazimit katror &shté
rrénj€ dhe e barazimit iracional. ¢
Gjaté kuadrimit t€ njé barazimi iracional barazimi katror i fituar ka bashkési té€ gjeré t&
pérkufizimit. Cdo rrénj€ e barazimit katror nuk &shté rrénjé e barazimit iracional. Aq mé tepér
barazimi iracional nuk ka rrénjét t& tjera t€ ndryshme prej rrénjéve t€ barazimit katror. Pér ato
shkage €shté e domosdoshme t€ kontrollojmé cilat prej rrénjéve t€ barazimit katror jané rrénjé
té barazimit katror. Nése barazimi katror nuk ka zgjidhje, atéheré edhe barazimi iracional nuk
ka zgjidhje

Zgjidhe barazimin iracionale

Me kuadrimin e té€ dy anéve té barazimit e fitojmé barazimin linear
zgjidhja e té cilit éshté
Zgjidhja e fituar e barazimit linear nuk éshté zgjidhje e barazimit iracional pasi
Prandaj, barazimi i dhéné nuk ka zgjidhje. ¢
Deri te pérfundimi se barazimi i dhéné te shembulli i fundit nuk ka zgjidhje mund t€ vimé nése
vérejmé€ se ana e majt€ e barazimit €éshté numér real pozitiv pér ¢do vleré t€ lejuar t&
panjohurés, ndérsa ana e djathté éshté numér negativ. Domethéné, pér ¢do vleré t& lejuar té
panjohurés barazimi kalon né barazim té pavértet€ numerik.

Zgjidhe barazimin iracional
V2x—15-4x+16 =-1.

Barazimi i dhéné iracional €shté ekuivalent me barazimin
V2x—15 =x+16 -1.
Me kuadrimin e t€ dy anéve t€ barazimit e fitoymé barazimin
2x-15=x+-24/x+16 +1,
i cili éshté ekuivalent me barazimin

2x—15=x+-24x+16 +1,

Me kuadrimin e barazimit té fituar e fitojmé barazimin katror
rrénjét e té cilit jané dhe
Me kontrollin pérfundojmé se barazimi i dhéné iracional ka vetém njé€ rrénjé ¢
Te barazimet te té cilat e panjohura &shté nén shenjén pér rrénjé kubike nuk paraqgiten probleme
me fushén e pérkufizimit si te barazimet te té cilat e panjohura €shté nén rrénjén katrore, pasi

né até rast barazimi ka kuptim edhe pér vlerat negative t&€ madhé&sive nénrrénjésore.
Zgjidhe barazimin iracional

15+ 2x+313-2x =4
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Duke i ngritur né kub té dy anét e barazimit fitojmé barazim ekuivalent me até
barazim

i cili mé tej €shté ekuivalente me barazimin
pérkatésisht me barazimin
Pérséri, duke 1 ngritur n€ kub t€ dy anét e barazimit fitojmé ekuivalent té tij barazim katror

rrénjét e te cilit jané dhe . Rrénjét e fituara jané€ rrénjé edhe t€ barazimit
iracional.

Zgjidhe barazimin iracional
Me kuadrimin e t€ dy anéve t€ barazimit fitojmé

prej ku vijon se sipas késaj, barazimi ka zgjidhje pér ¢do numér real a dhe pér ¢do
numérreal b#0. ¢

Cilat prej kétyre barazimeve sipas x jané iracionale:

a) xv2-Tx=1; 6) Yx+x+ Jx =12
B) x> —Sxa =0 r) 2dx—7 =1—-+x—-17
A jané ekuivalente kéto barazime:
2) VSx+1l=4x—-1 ®m Sx+1=(x-1)"; 0) Vx—2=3mx-2=9.
B)Iyxr —T=x-1mu ¥ -T=(x-1"; r)—vVx’-2=xmx’ —2=x"?
Cakto bashkésiné e zgjidhjeve t&€ kétyre barazimeve iracionale:
1) Jx—1=0: 6) 3+4x—-2=4: B) Vx> —1=4/3:
. 2 s 1
r) V2x~ —-5x-3=x+1 1) /(4x+9)° =9; ) AXx" —x+ =7
B Zgjidhi kéto barazime iracionale:
a) VS+43+x =3 5) V16 ++x+4 =5: B) V7+ix*+7 =3.
Gjeji  rrénjét e  kétyre  barazimeve  iracionale:
a) V2x—9 =+6—-x; B) Nx+1+4x+6=5;
— f III L |II C— ,'I - — 5
B) /% — 4 +Zix =0 ”1.3.+I1+1.:i 3= 4 3x , _
A2+ x A 2x—-2 Vx+1—+/x-3
. Pa e zgjidhur sqaro pse nuk kané zgjidhje kéto barazime:
)y x+5=-10; 6) V7 +4x-1=0;

B) VvX+2+4x?4+3=-1, Dx-2-4x-1=1.
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Zgjidhe barazimin
X

3 |
= -1
1-x 2V1-x

Futim zévendésim t€ ndryshores

[y
i
1-x

Me kuadrim fitojmé
X 2

—_— =¥
1-x
NE¢é até rast barazimi 1 dhéné fiton formén
3
y-Zy-1=0
. 5

pérkatésisht
2y* —3y—-2=0
q€ paraget barazim katror sipas ndryshore y, zgjidhjet e t€ cilit jané

1
VW=——H )y =2
2

Né pajtim me zévend€simin e futur kemi se y &€shté jonegativ, q€ do t€ thoté se zgjidhjen
duhet ta hedhim. Ké&shtu, fitojmé se
Me kontrollin e drejtpérdrejt pérfundojmé se dhe jané zgjidhje té barazimit
t€ dhéné. ¢

Zgjidhe barazimin

Futim zévendésimin e ndryshores
Me kuadrim fitojmé
N¢ até rast barazimi i dhéné e ka formén

pérkatésisht
q€ paraget barazim katror sipas ndryshores y, zgjidhjet e t€ cilit jané dhe
Né pajtim me z€vend€simin e futur kemi se y &shté jonegative, q¢é do t€ thoté se zgjidhjen
duhet ta hedhim. Késhtu, fitojmé se ¢
Zgjidhe barazimin

Futim zévendé&simin e ndryshores
Ng¢ até rast barazimi i dhéné€ kalon né barazim racional thyesor sipas ndryshores y
e cila me zbatimin e metodés pér zgjidhjen e barazimit racional thyesor sillet n€ barazim katror
zgjidhjet e té cilit jané dhe
Né pajtim me zévendésimin e futur kemi se y &shté jonegativ, qé do té thoté se zgjidhjen
duhet ta hedhim. Késhtu, fitojmé se .4
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Me kontrollin e drejtpérdrejt konstatojmé se x = 9 €shté zgjidhje t€ barazimit t& dhéné. ¢
Zgjidhe barazimin

2357 +3x—5V2x2 +3x+9+3=0.

. Futim ndryshim té ndryshores

w2x2—31—9=}i

Me }I<uadrim ﬁtojmqé

2x"+3x+9=y"
NE até rast ekuacioni i dhéné merr formé

23 +3x+9-9-5¢2x* +3x+9+3=0_Te

¥’ —9-5y+3=0

respektivisht

¥y =5y-6=0
qé€ paraget barazim kuadrat n€ ndryshoren y, zgjidhjet e s€ cilés jané

y=-1my, =6
Sipas zhvendosjes sé paraqitur, kemi se y &shté jonegativ, q€ do té thoté se zgjidhja y; = -1

duhet té refuzohet. Késhtu, fitojmé se

Me kontroll t€ menjéhershém konkludojmé se dhe jané zgjidhje té
ekuacionit t€ dhéné. ¢

Cakto bashkésiné e zgjidhjeve té kétyre barazimeve iracionale: a) b) c) ¢)

Ln}%f—£3;=& 6}f—x+2:f—x—l={

3 42 1 1
Mx+1+1

2. a) r+1=5; 6) _

1
Jx-1 Jx 6

Zgjidhi kéto barazime iracionale: a) b) c) ¢)

— [ v+
3.a) 2—x+L=2; B) /x_l_ lx_lzi;_
J2-x+3 Vr+1 Vx-1 2
|x-1  [2x+1 [x+4  1-2x _

4. 3,] 1.

Nox+1 | x—1

o — =
V1—2x \Vx+4
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Barazimi te i cili t€ paktén njéri prej t€ dy shprehjeve pérmban dy té panjohura quhet

Barazimi polinom me dy t€ panjohura t€ cilat jané té shkall€s s€ paré quhet barazim 1 shkall€s
sé par€ me dy té panjohura . Barazimi me dy t€ panjohura
té cilat jané té shkall€s s¢ dyt€ me dy té panjohura ose .
Barazimet

x—3y=4 2x*-3y+3=3% X’ -2xy+3x+2y-3=0, Jx+2-y=3

jané shembuyj t€ barazimeve lineare me dy t&€ panjohura.

. 2x=3y=4, 2x =3y, T—y=4x, x—y—-4=0
Barazimet . ' ' .

jané shembuyj t€ barazimeve lineare me dy t&€ panjohura.
2x7 +xp+ ¥  —x+3y—-1=0, 2xp+y =0, x’-2y" =0, x3=0

Barazimet

jané barazime katrore me dy t€ panjohura. ¢
Zgjidhja e barazimit me dy t€ panjohura &shté ¢do ¢ift i renditur prej vlerave té t€ panjohurave
prej bashkésis€ s€ pérkufizimit pér t€ cilén barazimi kalon n€ barazim té sakté numerik.

Ciftet e renditura jané zgjidhjet e barazimit . Ndérsa giftet e
renditura (0,0), (1,0), (1,1). Nuk jané zgjidhje té tij. ¢
Cdo barazim me dy t€ panjohura mund té sillet né¢ formén

Barazimet dhe
jané ekuivalent. T€ atill¢ jan€ edhe barazimet ¢
* Nése té dy anét e barazimit t&€ dhéné¢ shumézohen me njé shprehje t€ njéjté, q€ pér té gjitha
vlerat e t& panjohurés éshté pérkufizuar dhe e ndryshme prej zeros, do t&€ fitohet barazim i ri
ekuivalent me barazimin e dhéné.

€se t&€ dy anét e barazimit 1 pjes€tojmé me (ose i shumézojmé me
) fitoymé barazim ekuivalent

2x—Txy .1':+J-' 5

ése t& dy anét e barazimit 3 - 1 shumézojmé me SHVP té&
eméruesve, pérkatésisht me numrin 6, do té fitojmé barazim ekuivalent me barazimin e dhéné

4x—14xy =3x" +3y—30. .

(Cdo barazim me dy t€ panjohura mund t€ sillet n€¢ formén
ax+by+c=0
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té quajtur , ku a, b dhe ¢ jan€ numra realé ose
shprehje g€ nuk varen prej t€ panjohurés x, t€ quajtur koeficienti i barazimit.
Barazimi katror me dy t€ panjohura &shté ekuivalent me barazimin e llojit

ax’ +bxy + CJ-'J +dx+ev+ =0
té quajtur ,kua, b, c, d, e dhe f

jan€ numra realé ose shprehje g€ nuk varen prej t€ panjohurés x, t& quajtur koeficient té
barazimit.

2 —
x—3y—4=0 2x—y+1=0, x——y++3=0
Barazimet 3
jang barazime lineare me dy t€ panjohura té llojit t€ pérgjithshém.

. 2xT +xy+ v —x+3y-1=0, 2xp+y =0, x* =2y° =0, =0
Barazimet ' - - ' ' ) '

barazime katrore me dy t€ panjohura t€ llojit t€ pérgjithshém. &
Bashkésia prej barazimeve me dy té panjohura t€ njéjta quhet

. e sistemit t€ barazimeve me dy t€ panjohura €shté ¢do ¢ift i renditur i
vlerave t€ panjohurave qé€ éshté zgjidhje e ¢do barazimi té sistemit. T€ zgjidhet
sistemi 1 barazimeve t€ dhéna me dy t€ panjohura do té thoté t& caktohet bashkésia prej t€ gjitha
zgjidhjeve t€ tij. Bashkésia e zgjidhjeve té sistemit t& barazimeve t€ dhéna me dy t€ panjohura
pérbéhet prej zgjidhjeve té pérbashkéta prej barazimeve t€ sistemit.
Dy sisteme t& barazimeve me dy t€ panjohura jané nése kané bashkési t€ zgjidhjeve
té barabarta. Nése njérin prej barazimeve né sistem e zévendésojmé me barazimin ekuivalent
me até fitojmé sistem ekuivalent me t€ dhénin.

Sistemi prej dy barazimeve prej t€ ciléve njéri €shté barazim linear me dy t€ panjohura quhet

. Pér shkak té teoremave té
barazime ekuivalente, ¢do sistem i1 barazimit linear dhe katror me dy t€ panjohur &shté
ekuivalent me sistemin e llojit

y= l.\' -3

3
lx] = ]__l"l!]
Sistemi ?

&shté sistem 1 barazimit linear dhe katror me dy té panjohura. Ai éshté ekuivalent me sistemin

[x—3y-9=0

Ix*+y’-9=0

Cifti i renditur (0,—3) €shté zgjidhje e sistemit t€ dhéné, ndérsa ¢ifti i renditur (3,0). Nuk éshté
zgjidhje e tij. Me t€ vérteté, kemi se

{{}+3-(—3)—9=D (32 402-9=0

- - , HO e
0°+(-3)"-9=0 3-3-0-9=0

¢
Pér shkak té teoremave pér barazime ekuivalente, ¢cdo sistem 1 barazimit lineare dhe katror me
dy té panjohura €shté ekuivalent me sistemin e llojit
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mx+ny+p=>0
ax’ +bx}-‘+-:’.}=: +dx+ey+ f= 0

té quajtur forma e pérgjithshme e sistemit t€ barazimit linear dhe katror me dy té panjohura me
koeficienté m, n, p, a, b, ¢, d, e dhe f.
Nése te barazimi i par€ e shprehim njérén té€ panjohur népérmjet tjetrés, pér shembull

+ny
x=-L£ —.
m

dhe késhtu shprehjen e fituar pér x e zévendésojmé te barazimi i dyté€ dhe e fitojmé sistemin

+ny
x=-2*"
m
" p+nv) [ p+nay) , { p+ny) -
o ] e 2 g rd -2 gy f =0
m \ m ) .oom )

Sistemi i1 sipérm &shté ekuivalent me sistemin e dhéné, pasi €shté fituar me zbatimin e
transformimeve ekuivalente. Zgjidhjet e fituara sipas y te barazimi 1 dyté i sistemit i
zé€vendésojmé te barazimi i paré i sistemit. Né kété ményré i fitojmé zgjidhjet pérkatése sipas x
Ta ilustrojmé me shembull metodén pér zgjidhjen e sistemit té barazimit linear dhe katror me
dy t€ panjohura.

Zgjidhe sistemin e barazimit linear dhe katror me dy t€ panjohura:

Prej barazimit t€ paré t€ sistemit fitojmé . Duke zévendésuar shprehjen e
fituar pér x te barazimi i dyté 1 sistemit e fitojmé barazimin
i cili €shté ekuivalent me barazimin katror

rrénjét e té cilit jané dhe
Duke zévendésuar vlerat e fituara pér y i fitojmé vlerat pérkatése pér x:
dhe

Sipas  késaj,  zgjidhjet e  sistemit t€ dhéné jané ¢ifte t€  renditura
(5—5i5+5i) u (5+5i,5—5i)

{5—5?+5+51'le (5+5i+5-5i=10

. ) H . L
_{5—5?)'—{5+5§}'=D _(5+5f)'+[5—5€]' =0
Kontrolli: ¢

Zgjidhe sistemin e barazimit linear dhe katror me dy t€ panjohura:
Sistemi ka pakufi shumé zgjidhje. ¢
Zgjidhe sistemin e barazimit linear dhe katror me dy t& panjohura:

{2x+3y+5={}

sx7+2xy -y +3x-2y—-11=0
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3y +5
X=- .

Prej barazimit t& paré t& sistemit fitojmé 2
Me zévendésimin e shprehjes s€ fituar pér x te barazimi i dyt€ e fitojmé barazimin:

|" ! 2 ¢ , ) . -.I
5 _3y+5 49 _3y45 Y-y _3l 3_} 5 _2y-11=0
\ . . 4
i cili éshté ekuivalent me barazimin katror
rénjét e té cilit jané dhe . Duke zévendé&suar vlerat e fituara pér y i fitojmé
vlerat pérkatése pér x: dhe
Prandaj, zgjidhje t€ sistemit t€ dhéné jané ciftet e renditura dhe

(2.2+3.(=3)+5=0
5-27+2-2:(-3)-(-3)"+3-2-2.2-11=0

Kontrolli: ' dhe
N . .
z[ 21 .[-£]+s:a
58; . 29,
i - r 1?\] P 91 P 1? -
(2T (2T s () ()
" Uss) T u. c29) "7 se) T 2o,
¢

Cilat prej kétyre sistemeve &shté sistem i barazimit linear dhe katror me dy té panjohura a) b)

c) ¢) d) r dh)
2x =y y—ix—z [x+y=3
a)q ; 0) 1 : B) 4y , , ;
y txy=4y x +xy-3=y" X+t =4
i ‘2 _
3I+2:=? —x+:|.'={} . “n.'ll.-i-+1|."=D
]—] : 3 : 6‘ J:} 3 J 1—} g ' — a3
X'z+3z7 = S 2= 57
> X +43y =2x—y X =—3)
Té transformohet né formén e pérgjithshme t€ barazimit linear dhe katror me dy té
panjohura: a) b) c) ¢) d) dh)
3 1 .
[3x=1-y Zyz;x—lz x+y=4
ﬂ} ; s \ : E":] - B'} 1 2 7 E
13" +y =4 X2 +2xy =) +E _Ex Py =lox
=10+ x 1 —
y=10+x Zx=—3y
: a) 42 i

2 i :_1
(=17 +2(y=3)" =2 2 43y=0
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Caktoji koeficientét e sistemit t€ barazimit linear dhe katror me dy t€ panjohura: a) b)
1
3x+1l=y —y=x-12
a)

. ) ; 6) 43 :
3 E P !_+.'_1= ¥ . -
oAy oA Y X" +42xy =3y +4

Cifti 1 renditur (1,-2) a éshté zgjidhje e sistemit té barazimit linear dhe katror me dy t&

4_',‘( = 2 — 1 ) .1! =2x .-zx _ }] _ 0
a) 2 2 . 0} ] l - - B} - - .
XT3y +3y =7 X+ —xy+5y°—3=0 X +y =4
panjohura: a) b) ¢) : 2

Cili prej kétyre ¢ifteve té renditura éshté zgjidhje e sistemit t€ barazimit linear dhe katror me

x+y=1 )
(x> +xp+y° —3.1==5-

dy té panjohura . a) b) C) ¢)
- 1 " —
a) (0.1); ) { 3,5 ]; B) (6,—5); r) (1,—/2).
Zgjidhe sistemin e barazimit linear dhe katror me dy té panjohura:

{r =8—-y [y=3x 2(x-3)=6(x-y)

a) : 0) 4 , 5 ; B) :
xy=15 X +y =80 xy=4
[x+y= [’3.:: —~2y-12=0

) 5

3 7 3 ; ]} -
B3x -2y =10 1_.‘(1 +3° —14x—4y=0

Cilat prej kétyre sistemeve kané zgjidhje reale, kurse cilét kané€ zgjidhje komplekse té
konjuguara?

x=2y _ly=x-2 y=x-3
ﬂ') .l .l - 0} 7 - B) 3 .l :'
X +y =10 x—y=0 x+y =1

x+4y=1 y=3x+1 ;x “1+y

04, . ;A > a__p DY '
2x° + Xy —%,1-" =1-x 2(x-2)° —%i}’—ﬁ' =-1 3xy=0

Zgjidhi kéto barazime bikatrore:
a) x*—10x2 +9=0; 6) x'—3x"—4=0.
Gjeji rrénjét e kétyre barazimeve bikatrore:
a) x' —13x* +36 =0; 6) x' —7x* +12=0.
Gjeje bashkésiné e zgjidhjeve t€ kétyre barazimeve bikatrore:
a) x* —17x* +16=0; 6) x*—32x" +369=0.
a) ,1-'4—:3.1;—4; ) l'j—.rj:ZD_
Thieshtoji thyesat a) b) y o+l X4 3x7 -4
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Zgjidhi kéto barazime iracionale: a) b)

2
a) V2r+3+4Jx—-2=4; 6) V3x—1+ =/5x+3.
AJ3x-1

Gjeji rrénjét e kétyre barazimeve iracionale: a) b)
[.2 x+3 |I x-—2 3 7
-3 — =2 6) Y25+4x" +3 =3.
"\l x—2 “J 2x+3
Sqaro pse kéto Dbarazime nuk kané zgjidhje: a) b) c¢) ¢) d) dh)

a) J2x—-1=-5; 0y y1-x++2—x=-1. B) 4.."1+J-'+1|'2+,1-' =0;
) Xx—6++5-x=3 1) JJ_-':I—“I'—I—J-'; ) \/4—.1;: +Jx: -4 =1.

Zgjidhi kéto sisteme t€ barazimit linear dhe katror me dy t€ panjohura: a) b)

-

i1 1
(2x-1=y |7 ¥=37 712
a) . 3 6) 1
3 =4-y Ix ———1 -J_:ﬂ
Gjeji zgjidhjet e kétyre sistemeve t€ barazimit linear dhe katror me dy t€ panjohura: a) b)
x+4d==z ..y _ 3y
a) 1 0) o :
x° +2_—1——3_—E X +y =90
Gjeji zgjidhjet e kétyre sistemeve té€ barazimit linear dhe katror me dy t€ panjohura: a) b)
[2(x-3)=6(x—y) x-y-1=0
a) ; )
xy=4 X +2y° =
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Le t€ jené E dhe F dy nénbashkési jo t€ zbrazéta t& bashkésis€ s€ numrave real€é. Nése sipas
ndonjé rregulle ¢do numri real x€ £'1 shogérohet numér real i vetém y€ F themi se €shté dhéné

shkurtimisht 1 bashkésis€ £ me vlerat n€ bashkésiné F. Funksionet i
shénojmé me shkronja té vogla latine, pér shembull £, g, 4,....
Bashkésia £ quhet 1ara per x ose té funksionit f
dhe shénohet me Dy. Nénbashkésia {f('l }|'1 = E} prej bashkésis€ F quhet té
funksionit /' dhe shénohet me V7.
Funksioni i formés ku a, b dhe ¢ jan€ numra real€, a # 0 dhe x €shté ndryshore e
pavarur ose argument quhet . Parametri a quhet x* ose

parametri b quhet ose , kurse parametri ¢ éshté
ose koeficienti 1 funksionit katror.

Fusha e pérkufizimit t& funksionit katror (€shté e gjithé bashkésia e numrave realé,
pérkatésisht

Funksioni &shté katror me koeficientét dhe

i i 10N )=-2x"+3 =-2.b=0 =13,
Koeficient i funksionit katror J(x)==2x cea HC

Funksioni éshté katror me koeficientét dhe
3

A=+ fi(3) =35 f(x) =K +3

Funksioni katror 1 ka koeficientét ¢

. G =L f)eE),
Nése f:E—F: éshté funksion atéheré bashkésia , € cila shqyrtohet
edhe si nénbashkési prej pikave né rrafshin koordinativ, quhet i funksionit f. Pér

(e, £ ()

funksionin f themi se &shté dhéné nése pér ¢do element

P(x, f(x))

éshté dhéné pika . Né€ rrafshin koordinativ.

prej grafikut

83



-

flx)=ax".

Pasi pér ¢do numér real x, ekziston vijon se funksioni &shté
pérkufizuar né gjithé drejt€zén reale. Do t€ konstruktojmé disa pika prej grafikut té tij, duke
njehsuar paraprakisht koordinatat e tyre vlerat e té cilave do t’i paragesim né tabelé:

1 1 1 1
g 2| -1= - —— 0 — 1—
X 5 1 5 3 1 2 2
1 1 1 1
(x) 4 2— 1 — 0 — 1 2— | 4
4 4 4 4 4
TouskH | D, C, B, A 0 A B C D

T¢€ vérejmé se pikat e konstruktuara nuk shtrihen né drejté€z (vizatimi 1).
Pika O (0,0) éshté pika prej grafikut t€ funksionit. Mé tej, pikat 4, VA
B, C dhe D shtrihen né€ kuadrantin I. Sikurse q€ zmadhohen
abshisat e tyre, ashtu me radhé zmadhohen edhe ordinatat e tyre. Dy D
Por Poashtu, nése japim ¢farédo vlere ndryshores x (pér shembull x C C
= 34,.,10,..) do t&€ vérejmé se vlerat e funksionit
zmadhohen ,,shumé shpejt* prej vlerave pérkatése té argumentit. B B
Pikat shtrihen né 4,81C1D; kuadrantin II. 4, A
Ato jané simetrike me pikat 4,B,C dhe D né lidhje me boshtin y. )
Me lidhje té vijueshme té pikave t€ zgjedhura, e fitojmé grafikun e Tpres |
funksionit qé nuk éshté drejtéz¢ Vizatimi 1
Le t€ jeté a numér real, i ndryshueshém prej 0. Pika me koodinata i takojné grafikut Shembulli
1), ndérsa pika me koordinata i takon grafikut t€ funksionit . Domethéné,
grafikun e funksionit mund ta fitojmé me shumzimin e ordintave té pikave '
prej grafikut té me numrin real a.
T€ vérejmé se nése , grafikun i

Te vizatimi djathtas, né sistemin e njéjté koordinativ, jané
paraqitur grafikét e kétyre funksioneve:

fi)=x", filx)=2x", fi(x)= lxz;

2

wY
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fi)==x". fix)=-2x", f.j(x):—%xz.f

Vérejmé se pér vlen
Prandaj, grafiku i funksionit éshté ,,mé 1 gjeré" prej grafikut té
kurse ,,mé i ngushté* pér . N€ ményré analoge vetité vlejné pér
Nése pika i takon grafikut té , atéheré pasi

takon grafikut té . Pikat dhe
boshtin s. Pasi kjo vlen pér ¢do numér real x vijon se grafiku i
né lidhje me boshtin y.

, po pér vlen

. Nése pika

, pér ¢do numér real x.

pér

b

fituam se edhe pika i
jané€ simetrike boshtore né lidhje me
éshté simetrike boshtore

Le t€ jeté i takon grafikut té , atéheré i takon
grafikut té . Pasi kjo vlen pér ¢do numé real x, vijon se grafiku i mund té
vizatohet me zhvendosjen e grafikut té pér . Njési sipas boshtit y.

Te vizatimi e sistemit t€ nj&jt€ koordinativ, jané Y
paragqitur grafikét e funksioneve . t 2
Té vérejmé se nése , grafiku i funksionit gshté ) 2
zhvendosur “poshté” né drejtim t€ boshtit y, kurse &shté |
zhvendosur “lart”, Grafiku i funksionit gshté simetrike | ”
boshtore né lidhje me boshtin y. /
Le té jetd . Nése pika i takon grafikut té i/
funksionit , atéheré i takon grafikut dhe /
poashtu vlen . Prandah, grafiku i funksionit , %
atéher€ i takon grafikut té dhe poashtu vlen sipas -IT
késaj, grafiku fitohet me zhvendosje ( pér

. Njési né drejtim t€ boshtit x. Poashtu, nése
zhvendosja €shté djathtas

Te vizatimi né t€ nj&jtén sistem koordinativ, jan€ paraqitur grafik
¢ )

Nése dhe vlen

é

zhvendosja €shté majtas por nése

't e funksioneve
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fla—d)=ala-d-a) =ad’ =ala+d—a)’ = fa+d)

pra vijon se grafiku i funksionit &shté simetrike boshtore né lidhje me drejtézén e cila
€shté paralele me boshtin y dhe pikat e t€ cilés kané koordinata

Ngjashém sikurse edhe paraprakisht, grafikun e funksionit e '
fitojm€ me zhvendosje t€ grafikut pér . Njési né J :
drejtim boshtit x dhe sipas boshtit y. Grafiku i1 kétij funksioni 2 x2 |

&shté simetrike boshtore né€ lidhje me drejtézén e cila €shté paralele
me boshtin y dhe pikat e t€ cilés kan€ koordinata ‘ ‘
Te vizatimi e sistemit t€ njéjté koordinativ, jané } §e
paragqitur grafikét e funksioneve ¢ \ of
Le té jeté funksion katror i dhéné. Pér shkak té barazimit \ 3/
b\ b*-4ac NS oz
r+— | ———— -
2a 4a
funksionin e dhéné katror mund ta shkruajmé né

( W2 : _
fx)=a| x+ b E——jﬁi.
\

ax* +br+c=a

2a ., da

Né kété ményré vizatimi 1 grafikut t€ kétij funksioni sillet né vizatimin e grafikut té ,
translacioni 1 tij pér sipas boshtit x dhe translacioni i fituar i grafikut pér . Njési
né drejtim t€ boshtit y, n€ ményrén té pérshkruar paraprakisht. Domethéné, vizatimi 1 grafikut
té funksionit sillet né vizatimin e funksionit t€ 1lojit

Né rastin e pérgjithshém grafiku i njé funksioni katror si nénbashkési prej rrafshit koordinativ
&shté lakore e cila quhet

Vizato grafikét e kétyre funksioneve (detyra 1-5):

.qu}%f—z 3. f(x)=4(x-3)

CfxX)=(x+D(x-2).

[E*)

L f(x)=5x

4. f(x)=-3(x+4)" -3

¥ ]
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Shkruaj kéto funksione katrore né formén kanonike:
a) f(x)= 2x? +3x+5; 0) f(x)= —x2+3x+4;, B) f(x)=(x-2)(x-3).

r) f(x)=2x? +3x+1; o) f[xj=—(x—%)l; 0 f(x)=(x+D(x-2).

b* —4ac

fx)= a(r+%]: - e

Le té jet€ dhéné funksioni katror dhe le t€ jeté ¢ ¢farédo

numér real. Vlera e funksionit né éshté
Né ményré analoge, vlera e funksionit né éshté
L4
[ b , b®—dac b , b’ —4ac)
———tatt ——— ——+t.at’ —
L 2a 4a a da )
Prandaj, pikat

prej grafikut t& funksionit katror jané simetrike né lidhje me drejtézén
Me fjalé té tjera, grafiku i funksionit

éshté né€ lidhje me drejtézén

Grafikun e ¢do funksioni mund ta vizatojmé dhe me translacion té grafikéve t€ funksioneve
katrore mé t€ veganta. Paraprakisht e vizatojmé grafikun e funksionit . Me ndihmén e
tij do ta vizatojmé grafikun e ¢do funksioni katror.

Vlera e ndryshores reale pér té cilén vler€ funksioni €shté i barabart€é me zero,
pérkatésisht quhet . Me fjalé té€ tjera, zero e funksionit katror jané
rrénjét reale té barazimit katror

Té€ cilén do ta quajmé . Sikurse e kemi té
njohur, barazimi katror ka zgjidhje reale nése diskriminanta e tij &shté
jonegative. M¢é sakté, kur , barazimi katror ka dy rrénjé reale t€ ndryshme, kurse né
rastin D = 0 ka rrénjé reale té€ dyfisht€. Domethéné, varésisht prej diskriminantés té€ barazimit
pérkatés katror, t&€ quajtur funksioni (mund té
keté dy zero, njé zero ose kur , t& mos ket zero. Pikat prej grafikut t&€ funksionit katror

ku koordinata e paré €shté zero e funksionit shtrihen né boshtin x.
T& caktohen zerot e funksioneve katrore:

a) f(x]l=f+x—12:_ ) f(x}=x3—4x—4:_ B) f(x):x:+x+12.
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Diskriminanta e funksionit katror prej ku vijon se funksioni i dhéné

katror ka dy zero reale. Ato jané€ rrénjé t€ barazimit pérkatés katror . Prandaj, funksioni
i dhéné katror ka dy zero dhe

Diskriminanta e funksionit t€ dhéné katror D = 0 prej ku vijon se funksioni i dhéné katror ka
njé zero reale. Ajo €shté rrénjé e dyfishté e barazimit pérkatés katror . Prandaj,

funksioni i dhéné katror ka njé zero x = 2.

Diskriminanta e funksionit t€ dhéné katror D > 0 prej ku vijon se funksioni i dhéné katror
nuk ka zero. ¢
Posagérisht, kemi se:

Barazimi katror ka zero né x = 0 prej ku pérfundojmé se grafiku i tij kalon népér
fillimin e koordinatave.
€se koeficientét @ dhe ¢ te barazimi katror kané shenjé t& njé€jte, at€heré
funksioni nuk ka zero, ndérsa nése ato jané me shenja t€ kundérta, ai ka dy zero né
I ¢ (€
X, =—/——HX, = -—
i 1I. a - 1'|.| a
Funksioni katror ka dy zero dhe . Grafiku 1 tij kalon népér

fillimin e koordinatave.

. . ) o fx)==2x"+3x-2,
Gjej boshtin e simetris€ t€ grafikut t&€ funksionit : .

Gjeji diskriminantat e kétyre funksioneve katrore:
2 3 2 1
a) f(x)=(x-3)" —Z; 8) f(x)=-2x"+3x+1; B) f(x)= _EII +5.

Gjeji zerot e funksioneve katrore:

a) f(x)=—4x" +3x+1; 9 f(x}=5(x—3}‘—2; B) f(x)=2x" +3x+5.

r) f[x}z—(x—l}: +9; 1) f{l‘)=;l‘2 +4x+1 1) f(x)= x4+

| a2

A e pret grafiku i1 funksionit boshtin x?
A ekziston funksion katror me bosht grafiku i té cilit e pret boshtin e parabollés né pikén (3,-
2)?
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Ta shqyrtojmé funksionin katror
Pasi numrat realé jané zero té funksionit t€ dhéné, pérfundojmé se pikat dhe
pikat prej grafikut té tij. T€ caktojmé edhe disa pika prej grafikut t€ funksionit t€ dhéné dhe
vlerat e fituara pér koordinatat e tyre t’i paragesim né tabelé:

x 0 1 2 3 4 5 6 7
f(x) 7 0 -3 -8 -9 -8 -5 0
TOUKH P N, T N,

Nése vlerat e fituara prej tabelés i interpretojmé né rrafshin koordinativ, kurse pastaj pikat e
fituara né ményré té€ vijueshme i lidhim, do ta fitojmé grafikun e funksionit t¢ dhéné katror. T¢
vérejmé se pér x = 4 vlera e funksionit éshté mé e vogeél prej vlerés sé funksionit pér
cfarédo tjetér vleré té ndryshores sé

pavarur x. P&r funksionin e dhéné i VA
themi se ka 0 (4.9)
+ e .
{ N _INé pikén o ;

N2 - !
S =—x"+8x-7, (vizatimi 2). R®
Nése realizojmé diskutim analog pér (0.7) U .
funksionin & X
do té pérfundojmé se pér x =4 vlera e (1,0)
ﬁm'ksionit 'e.'sht'é mé e madhe ’: 7.0) x PO
prej vlerés sé€ funksionit pér c¢farédo
qofté tjetér vleré té ndryshores sé
pavarur x. Atéheré themi se funksioni [\ :
i dhéné ka (4,-9)

€ pikén (vizatimi Hprex 2 Liprex 3

3). ¢
Themi se njé funksion ka né pikén . Nése pér ¢cdo
. At€heré€ koordinatat € minimumit jané . Né ményré analoge, themi se nj€ funksion
ka né pikén . Nése pér ¢do dhe koordinatat e
minimumit jané . Ordinatat e minimumit, pérkatésisht maksimumit do t’i quajmé

té funksionit.
Né vazhdimé do té tregojmé se ¢do funksion katror ka minimum ose maksimum. Prej formés
kanonike t€ funksionit fitojmé se
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b* —4ac by
(X)+————=a| x+—
/ da \ 2a
Pasi, pér ¢do numér real x, shenja e shprehjes varet veté prej shenjés sé€
koeficientit a. T’1 shqyrtojmé kéto dy raste:
()
aj x+——
2a)
Pér a > 0 shprehja &shté jonegative, pér ¢do numér real x. Poashtu, pér
b
xX=-— 2— .
9 aika viers mé té vogél e cila €shté e barabarté me zero. Prandaj, vlera e

shprehjes ka vleré mé t€ vogél pér dhe ajo éshté pérkatésisht
Domethéné, funksioni katror ,pera>0, ka , 1 cili arrihet pér

Pér a < 0 shprehja, pér ¢cdo numeér real x, kurse pér ka vleré mé t€ madhe,
e barabarté me zero. Sipas késaj, vlera e shprehjes &shté mé e madhe pér dhe

4ac - b’
ajo &shté pérkatésisht 4a )
Domethéné, funksioni katror pér,a<0ka , 1 cili arrihet pér
Pika quhet i funksionit té¢ dhéné katror.
Bashkésia e vlerave té funksionit katror €shté intervali
Pér dhe péra <0.
Keéshtu, te shembulli 1 bashkésia e vlerave té funksioneve jané dhe
Funksioni katror pér x = 4 ka minimum . Prandaj, kemi se

. Bashkésia e vlerave éshté

. 1 25
f)=—x"+x+6, 33 x=— flx)=—.
Funksioni katror 2 ka maksimum . Prandaj,
\ 75"
(1 25 —p =
T — T - = o — ] R
7 y
\2 4, , kurse bashkésia e vlerave éshté ¢
Vecanérisht, Kemi se
Barazimi katror J()= m‘“pér a > 0 ka minimum pér x = 0 pérkatésisht .Nése, a <

0 funksioni i dhéné ka maksimum pér x = 0 dhe 7' (0,0)
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Barazimi katror
f(x)= ax’ +c,

pér a > 0 ka minimum pér x = 0 pérkatésisht
maksimum pér x = 0 dhe

Funksioni katror

f(x)= ax” +bx.
pér a > 0 ka minimum pér pérkatésisht
maksimum pér dhe ka vleré mé té vogél pér
pérkat€sisht

fx)= ax’ +bx+c, a=0.
Le t€ jeté dhéné funksioni katror

_V‘ y A

N
_E'.a l

[prex 5

prex 4

Vizatimi 4

Nése a > 0 at€heré funksioni katror zvogélohet né intervalin

(vizatimi 4).

Nése a < 0, atéheré funksioni katror rritet né intervalin

(vizatimi 5).

Intervalet dhe
Funksioni katror

zogélohet né€ intervalin dhe rritet né intervalin

quhen

Funksioni katror pér ka maksimum
(1
| —,+x:.]_ +
. . o . \2
intervalin zvogélohet né intervalin .

pér x =4 ka minimum

. Nése, a < 0 funksioni i dhéné ka

. Nése, a < 0 funksioni i dhéné ka

dhe ajo &shté

dhe rritet né intervalin

dhe zvogglohet né intervalin

. Prandaj, kemi se ai

. Prandaj, kemi se ai rritet né
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Gjej pér cilén vleré té ndryshores x, kéto funksione katrore kané minimum (pérkatésisht
maksimum) dhe gjeje vlerén e tij:

a) f(l‘]=2.1'2+3x+5; a) f(.x‘):—x2+31'—4:_ B) f(x)=(x—-2)(x-3).

D fx)=—-(x-1%+9;, 1) f{x}=;12—4x—l; £) f(x}=xl+§_

Gjeji koordinatat e kulmit té kétyre funksioneve katrore:
2 1
a) f(xX)=—4x"+3x+1 §) f(x)= E(r— 3)1 -2 B) f(x)=(x-2)(x-3);

) f(x}=[x—3)3—%; 1) f()=-2x"+3x+1L 1) f(l-)=_%x3+5_

Str. 105
Gjej intervalet e monotonisé té kétyre funksioneve katrore:

a) f(l-]=—4x2—3.1-—1; 6) f(x}=%(1—3}3—2:_ B) f(x)=(x—2)(x—3);

D =03 -3 1) f=-2 43041 D) fR)=—2x7 45

A ekziston funksioni katror i cili pér x = 0 ka maksimum , por pika 1 takon
grafikut t& tij?

Né kété pjesé do ta shqyrtojmé pyetjen pér cilat vlera t€ ndryshores x, funksioni katror

ka vler€ pozitive, pérkatésisht negative. Pér két€ qéllim do t’i shqyrtojmé kéto tre raste:
Diskriminanta e funksionit katror éshté pozitive (D > 0)

N¢é kété rast, barazimi katror pérkatés ka dy rrénjé€ reale, dhe . Atéheré

funksionin katror mund ta shkruajmé sikurse

Pa humbur nga pérgjithésimi mund té llogarisim se

Le té jeté . Atéher€ edhe . Pra prodhimi €shté pozitiv. Prandaj,
shenja e katrore &sht€ e nj&jt€ me shenjén sikurse edhe koeficienti a.
Prandaj, kur vlera e funksionit katror éshté pozitive pér ¢do , vlera e
funksionit katror &shté negative pér ¢do kur , kurse €shté negative pér ¢do
kur

Le té jeté . Atéheré prodhimi &shté negativ. Prandaj, shenja e
€sht€ e kundért me shenjén e koeficientit . Domethéné, nése, , vlera e funksionit
€shté negative pér ¢do kur , kurse €shté pozitive pér ¢do kur .

Le t€ jeté . Atéheré€ edhe , pra prodhimi €shté pozitiv, Prandaj,
shenja e €shté e njéjté€ me shenjén e koeficientit . Domethéné, nése ,
vlera e funksionit &shté pozitive pér ¢cdo kur
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by _T VA
¥
/
Af
It 1
& 2
(1,0) - i':
(3.0) x <3
1(2,-1) +
(¥
v
Lprex 9 Lprex 10 i:
Funksioni katror €shté pozitiv pér ¢do

¢do (vizatimi 9).
Funksioni katror
(vizatimi 10). ¢

&shté€ negativ pér ¢cdo numér real

Diskriminanta e funksionit katror éshté e barabarté me zero

Né kété rast, barazimi katror pérkatés ka njé rrénjé

reale . Atéheré€, funksioni katror mund t&é
shkruhet né formén . Pasi pér ¢do
pérvec pér , shenja e éshté e

njé&jté me shenjén e koeficientit
Domethéné, nése , vlera e funksionit éshté
negative pér ¢do numér real pér pérveg pér
, kur , kurse €shté pozitiv pér ¢do numeér
real pérveg pér , kur
Funksioni €shté pozitiv pér té g]lthe
, kurse éshté negativ pér ¢do

Graﬁket e tyre jané paraqitur te vizatimi 11 dhe
vizatimi 12, pérkatésisht. ¢
Vizatimi 11 Vizatimi 12

Diskriminanta e funksionit katror €shté negativ

Funksionin katror do ta shkruajmé né€ formén kanonike
, pérkatésisht
, shenja e funksionit &shté e njéjt€ me shenjén e koeficientit

Pasi edhe
. Pasi

pérfundojmé se

fx)=a

[1+———I

—4afJ

VA
T

, por €shté negativ pér

, por pozitiv pér

VA

y=3x2

, pér ¢do numér real
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Domethéné, nése , vlera e funksionit éshté

VA

T
negative pér ¢do numér real kur , kurse éshté e >
pozitive pér ¢do numér real kur o <
a caktojmé shenjén e funksionit ;f
. Né kété rast edhe . Domethéné, funksioni A
katror pér ¢do numér real x €shté pozitiv. Grafiku i tij
€shté treguar te vizatimi 13.
Funksioni katror ka diskriminanté 7
negative. Pasi vijon se ai €shté negativ pér =
¢do numér real . Grafiku 1 tij éshté treguar te Lprex 13 Lprex 14
vizatimi 14.
Vizatimi 13 Vizatimi 14
¥ a=0, D=0 . a=0. D=0
x - _ b x
2
Hprex 15 Hprex 17
y“ a=0. D=0 y 2<0. D=0
- _b5
0 B x Za
" Za
) M
Lprex 18 Lprex 19 prex 20

Prej diskutimit paraprak vijon se pér funksionin katror jané t€ mundshme kéto forma té

grafikéve té tyre (vizatimi 15-vizatimi 20).

Gjeje shenjén e kétyre funksioneve katrore:

a) f(x}:212+3_r+5; 0) f{x):—xz+3_r+4; B) f(I):[I_éJ .

Pér cilat vlera té€ ndryshores x funksionet katrore

a) f(x):xz+3x+%; i) f(x):—(x+6)1—4;

1
kané vleré pozitive?
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B) £(x) =[lx—§](x+1);



f(x)=x>-11x+28

Si &shté shenja e funksionit katror né intervalin
a) (—5,0) 6) (2.5) B) (6.9) r) (12,20)?

Konstrukto grafikun e kétyre funksioneve:

9 1
a) f(.r}=3xl+2;c—1:_ a) fl[x}=—4.r3+3x+1:_ B) f(.r}=5.1“+3.1‘+5:_

r f(x)=—(x-3)" -3 J:f(x):—%fx—% +5, 1) f(_rj:—xl+4x—4_

Né vitin I jeni njohur me konceptet: pabarazim, bashkési e pérkufizimit t€ pabarazimit, zgjidhje
té pabarazimit, pabarazime ekuivalente dhe me transformimet pérkatése t€ cilat pabarazimin e
transformojné né pabarazim ekuivalent me até. Kétu do t’i shqyrtojmé dhe do t’i mésojmé
pabarazimet katrore me njé t€ panjohur.
Sikurse gjer mé tani theksuam, barazimi i shkallés s€ dyté me njé t&€ panjohur quhet
shkurtimisht .
Pabarazimi éshté linear me njé t&€ panjohur;
Pabarazimi €shté pabarazim katror me njé t€ panjohur;
Pabarazimi &shté linear me dy t€ panjohura;
Pabarazimi ¢éshté pabarazim katror me dy té panjohura. ¢
Pabarazimet katrore dhe jané ekuivalente né bashkésiné e
numrave real€ pozitivé, kurse nuk jan€ ekuivalente né gjithé bashkésiné e numrave realé. 4
Pabarazimi katror éshté ekuivalent me pabarazimin , 1 cili éshté
linear. ¢
Pabarazimi katror €shté ekuivalent me pabarazimin .
T€ zgjidhet pabarazimi katror domethéné t&€ caktohet bashkésia e zgjidhjeve té pabarazimit,
pérkatésisht t€ caktohen té gjitha vlerat e t€ panjohurés pér t€ cilén pabarazimi kalon né
pabarazim té sakté numerik, ose t€ konstatohet se ai nuk ka zgjidhje.
Pér t€ zgjidhur pabarazim katror t& dhéné, t€ njéjtin e transformojmé né tjetér mé té thjeshté por
ekuivalent me até, ndérsa nuk arrijmé deri te pabarazimi bashkésia e zgjidhjeve té cilés éshté
shénuar. Me transformimet pérkatése ¢do pabarazim katror me njé t&€ panjohur sillet deri te
pabarazimi ekuivalent me até pabarazim t€ llojit (ose),
té quajtur e pabarazimit katror me nj€ t€ panjohur, ku a, b dhe ¢ jané
numra realé, t€ quajtur koeficienté t€ pabarazimit. Poashtu koeficienti a quhet
ose koeficienti para x> koeficienti » quhet , kurse koeficienti ¢
ose
Pabarazimi &shté katror me koeficientét dhe
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Pabarazimi ¢shté katror me koeficientét dhe
Pabarazimi ¢éshté katror me koeficientét dhe ¢
Pabarazimi éshté ekuivalent me pabarazimin .4
Kur té€ dy anét e njé pabarazimi do t€ shumézohen me ndonjé shprehje,
duhet pasur vémendje dhe té shqyrtohen rastet kur ajo shprehje €shté pozitive, kur &shté
negative, kurse kur éshté e barabart€ me zero.

Ta caktojmé bashkésiné e zgjidhjeve té€ pabarazimit katror t&€ formés

Nése e shqyrtojmé funksionin katror pérkatés, at€heré zgjidhja e pabarazimit t€ dhéné kalon né
kérkimin e pérgjigjes s€ pyetjes kur funksioni katror €shté€ pozitiv (zgjidhja nuk do té thoté
zgjidhje e problemit kur funksioni €shté pozitiv ose i barabarté me zero). Me fjalé€ té tjera,
gjetja e bashkésis€ sé zgjidhjeve té pabarazimit katror t€ dhéné sillet né pércaktimin e shenjés
sé funksionit katror pérkatés. Bashkésiné e zgjidhjeve mund ta paragesim grafikisht, duke
shlyer pjesén prej boshtit numerik te i cili shtrihen pikat té cilat korrespondojné né zgjidhjet e
pabarazimit katror

Zgjidhe pabarazimin katror

0 1 4

Vizatimi 21

Né kété rast diskriminanta e funksionit katror pérkatés €éshté . Funksioni
katror ka dy zero reale té€ ndryshme: dhe
Pasi, koeficienti para shté pozitiv, funksioni do t€ jeté pozitiv pér ¢do
. Prandaj, bashkésia e zgjidhjeve &shté , t& paraqitur te vizatimi 21. ¢

Zgjidhe pabarazimin katror

Diskriminanta e funksionit katror éshté , kurse koeficienti para
€shté pozitiv. Prandaj, funksioni katror &shté pozitiv pér ¢do numér real

pérkatésisht bashkésia e zgjidhjeve t€ pabarazimit t€ dhéné &shté bashkésia e numrave real€ x. ¢
Zgjidhe pabarazimin katror .
Diskriminanta e funksionit katror &shté , pra sipas késaj funksioni katror ka
dy zero reale, t€ ndryshém dhe
Vizatimi 22
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Zgjidhe pabarazimin katror
Diskriminanta e funksionit katror &shté , kurse koeficienti i paré€ &shté
pozitiv, pra ai €shté pozitiv pér ¢cdo numér real . Domethéné, bashkésia e zgjidhjeve té
pabarazimit katror t€¢ dhéné éshté .4
Zgjidhe pabarazimin katror
Diskriminanta e funksionit katror éshté . Atéheré funksioni katror ka dy zero
reale: dhe
7 s >
-1 7
Vizatimi 23
Pasi, koeficienti para shkallés mé té larté t€ t€ panjohurés &shté pozitiv, funksioni katror
pérkatés &shté pozitiv ose 1 barabarté me zero pér ¢do . Prandaj, bashkésia e
zgjidhjeve t€ pabarazimit katror t&€ dhéné éshté treguar grafikisht te vizatimi 23.
Zgjidhe pabarazimin katror
Diskriminanta e funksionit katror éshté , por koeficienti para
shkallés mé t€ lart€ t& té panjohurés éshté negativ. Atéheré funksioni katror pérkatés €shté
negativ pér ¢do x. Prandaj, bashkésia e zgjidhjeve t€ pabarazimit &shté bashkésia e

zbrazét, pérkatésisht .

Gjeje numrin e t€ panjohurave te kéto pabarazimi:

a) x+2>3; 6) x> +3x<4x-7;

B) x+2y<3; r) x+2yz+3z>0.
Gjeje shkallén e kétyre pabarazimeve:

a) 3x+2>-1; 6) 3x’ - Tx=4x-1;

B) X +12x° <2x; r) 33(3y+2y23 < 3x)z.
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Transformoji deri né formén kéto pabarazime katrore:

a) 3x* +2>3x; 6) 4x*—2)>8:
2t 2 1 1 5
B) a 9—34:{:‘:+1; N x ——x<2——x —3.
2 3
Kontrollo x = 3 a €shté zgjidhje e pabarazimit katror: )
a) x* —1>2x; 6) 3(x* —2x+1)=8;
_— g 2 1
B) X 9—21‘£i+3; r) 1-— < .
x -9 x+3
Zgjidhi kéto pabarazime katrore:
a) 9x° —12x+4<0; 6) 49x7 +42x+9 > 0
B) 36x° —60x+25<0; r) 81x* +36x+4=0;
1) —x? +5x+1420; r) —2x* +11x+63<0.

Cilat prej kétyre pabarazimeve katrore jané pabarazime identike, kurse pér cilat bashkésia e
zgjidhjeve éshté bashkési e zbrazét?

1 , 1 .
a) —x - 2x+—=2x—4 9) x> +1=0;
2 )

. C1 3
B) (x—d(x+4)>x" —4 r) lx+;l:»x(x+1j+z_

Le té jet€ dhéné pabarazimi katror
Trinom quhet trinom katror pérkatés i pabarazimit t&€ dhéné katror. Deri te bashkésia e
zgjidhjeve t€ pabarazimit t€ dhéné katror mund t€ arrijmé edhe me zbérthimin e trinomeve
katrore pérkatése t&€ shumézuesve linearé, pérkatésisht
ku dhe jané rrénj€ té ndryshme reale té trinomit katror pérkatés. Atéheré
zgjidhja bazohet n€ kéto dy gjykime t€ cilat vlejn€ pér numrat realg:

A-B > 0 nése dhe vetém nése (4 > 0 dhe B > 0) ose (4 <0 dhe B <0)
A-B <0 nése dhe vetém nése (4 > 0 dhe B <0) ose (4 <0 dhe B > 0).

Késhtu, problemin e zgjidhjes s€ pabarazimit t€ dhéné katror e sjellim n€ problem t& zbérthimit
té trinomit katror t€ shumézuesve, kurse pastaj me ndihmén e gjykimeve t€ sipérme, né
zgjidhjen e sistemit t& pabarazimeve lineare me njé t€ panjohur.

Zgjidhe pabarazimin katror

Pasi pabarazimi 1 dhéné éshté ekuivalent me pabarazimin
pérkatésisht . Duke zbatuar gjykimet e sipérme e fitojmé két€ ekuivalencé
5 x-250 x—2<0
[1‘—'—](.1;+ 2)<0 & B v |
S x+2<0 X+2>0 |
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Bashkésia e zgjidhjeve t€ sistemit t€ par€ &shté bashkésia e zbrazét, ndérsa bashkésia e
zgjidhjeve t€ sistemit t€ dyté éshté intervali . Unioni i té dy bashkésive té
zgjidhjeve &éshté intervali
Zgjidhe pabarazimin
Pabarazimin e dhéné e shkruajmé né llojin , pérkatésisht
Pabarazimin e fundit do ta sjellim n€ pabarazim katror. Pikérisht, nése t€ dy anét e pabara21m1t
i shumézojmé me pér e fitojmé pabarazimin ekuivalent pérkatésisht
bashkésia e zgjidhjeve té té cilit €shté intervali
Pabarazimin prej shembullit paraprak mund ta zg]ldhlm edhe duke shfrytézuar kéto gjykime té
cilat vlejn€ pér numra realé:
. Nése dhe vetém nése (4 > 0 dhe B > 0) ose (4 < 0 dhe B < 0)
. Nése dhe vetém nése (4 > 0 dhe B < 0) ose (4 < 0 dhe B > 0).

Pér cilat vlera t€ x trinomi ka
vleré pozitive; b) vleré negative;

vler€ t& barabarté me zero?

Zgjidhi kéto pabarazime katrore:

2) x? —4<0; 6) 9—x* <0; B) x> +1<0;
r) x° +3>0; 1) x —Tx+12>0; ) x° +3x—40 > 0.

Gjeje bashkésiné e zgjidhjeve t€ kétyre pabarazimeve katrore:

24+7 . x—1
a) a < 4 i) (x—=1) >-3x+ )
x-3 xx+2 ( Y.ox
B) —1'{::(——1; r) :a{x—l ?:i+12:_
2 3 . 2) 2
X 1 F— 2 -
1) ——1>—x(2x-1); r) 3 l—lx{u—l_
5 3 2 2
Zgjidhi kéto pabarazime:
x—3 1-4x 4x -2
a) i =0 0) * <0 B) ' <0
x+1 x—4 2x+1
3x+13 Xx—3 -2 1
r) =4 a) = —3; rl1- < ——X.
X X 2x+1 2
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Né kété pjesé do té futim konceptet prej dy pabarazimeve katrore dhe bashkésia prej dy
pabarazimeve katrore me njé€ t€ panjohur.

Pér bashkésin€ prej dy pabarazimeve katrore me té€ panjohurén e njéjté themi se &shté
nése duhet t& caktohen t&€ gjitha ndryshoret pér té
cilat jané t€ kénaqur t€ dy pabarazimet te sistemi.

e sistemit prej pabarazimeve katrore me njé té€ panjohur &shté ¢do vleré e té
panjohurés e cila éshté zgjidhje e ¢donjérés prej pabarazimeve te sistemi. Bashkésia e
zgjidhjeve t& sistemit t€ dhéné té pabarazimeve katrore me njé t€ panjohur pérbéhet prej
zgjidhjeve té pérbashkéta t& ¢donjérés prej pabarazimeve te sistemi, pérkatésisht prej prerjes sé
bashkésis€ s¢ zgjidhjeve té pabarazimeve té sistemit. T€ zgjidhet sistemi i pabarazimeve
katrore me njé t€ panjohur do t€ thoté té€ caktohet bashkésia e zgjidhjeve.

Dy sisteme té pabarazimeve katrore me njé t€ panjohur jané nése kané bashkési t&
barabarta té zgjidhjeve. Nése njéri prej pabarazimeve te sistemi e z€vend€sojmé me
pabarazimin ekuivalent t€ atij e fitojmé, sistemin e pabarazimeve ekuivalente t& dhéna.

Prej teoremave pér pabarazime ekuivalente, ¢do sistem prej dy pabarazimeve katrore me njé té
panjohur éshté ekuivalent me sistemin e llojit

5 f L] - h
[alx‘ +bx+c, >0 [alx‘ +bhx+e 20 ax +bx+c =0
Ihag.r] +b,x+c, >0 | Ihaj_r: +b,x+¢c, >0 a,x" +bhx+c, 20/

ose B ) ’
té quajtur
Sistemi &shté ekuivalent me sistemin

i cili €shté né formén e pérgjithshme. Nj€ zgjidhje e tij éshté x = 10, ndérsa x = -1 nuk &shté
zgjidhje e tij. Me t€ vérteté

[11::3—4.10—9:51:=~ﬂ [(—1]:—4-(—1]—9=——4{::[J .

[10*~7-10-5=25>0 _ |(-D*-7.(-D-5=3>0 .
Bashkésiné e zgjidhjeve mund ta paragesim grafikisht. e zgjidhjeve té
sistemit prej dy pabarazimeve katrore me njé t€ panjohur pérbéhet prej késaj:

E shlyejmé pjesén prej boshtit numerik né té cilin shtrihen pikat t€ cilat korrespondojné me
zgjidhjen e pabarazimit t& par¢.

e boshti numerik i njéjté e shlyejmé pjesén né té€ cilén shtrihen pikat té cilat korrespondojné

zgjidhjet e pabarazimit t& dyté.

Zona dy heré¢ e shleyr pérbéhet prej pikave té cilat korrespondon bashkésia e zgjidhjeve té
sistemit.

Né vazhdim, népér disa shembu;j do ta ilustrojmé metodén e zgjidhjes
sé sistemit t&€ pabarazimeve katrore me njé t€ panjohur.

(¥’ —4x—-5>0

X' -Tx+6<0.
Zgjidhe sistemin -
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S€ pari e zgjidhim pabarazimin . Bashkésia e tij e zgjidhjeve €shté
. Bashkésia e zgjidhjeve té pabarazimit té dyté éshté . Atéheré &shté bashkésia e
zgjidhjeve t€ sistemit t€ dhéné.

I TERNSSS.
1 1 5 6

Vizatimi 24
Paraqitja grafike e zgjidhjes éshté dhéné te vizatimi 24. ¢
Zgjidhe sistemin

Bashkésia e zgjidhjeve t&€ pabarazimit t€ paré &shté , kurse bashkésia e
zgjidhjeve t€ pabarazimit t&¢ dyté &shté . At€heré bashkésia e zgjidhjeve t€ sistemit té
dhéné éshté (vizatimi 25). ¢

0 3 3 3

Vizatimi 25
Zgjidhe sistemin

Bashkésia e zgjidhjeve t€ pabarazimit t€ par€ katror €shté , kurse bashkésia
e zgjidhjeve t€ pabarazimi t€ dyté €shté . Atéheré bashkésia e zgjidhjeve t€ sistemit té
dhéné éshté (vizatimi 26).

T R,
1 2

Vizatimi 26

Sy o
SRR R W

Pér bashkésiné prej dy pabarazimeve katrore me njé ndryshore t€ njéjté themi se éshté
, nése duhet t€ caktohen t& gjitha
vlerat e ndryshores pér té cilén éshté kénaqur t€ paktén njéra prej pabarazimeve t€ sistemit.

e bashkésis€ s€ pabarazimeve katrore me njé t€ panjohur €shté ¢do numér real pér té
cilin t€ paktén njéri prej barazimeve me njé t€ panjohur €shté ¢do numér real x pér té cilin té
paktén njéri prej pabarazimeve te sistemi kalon sakté n€ barazim numerik.

e bashkésisé s€ pabarazimeve katrore me njé té€ panjohur pérbéhet pre;j
té gjithé numrave realé té€ cilét jané zgjidhje e bashkésisé, pérkatésisht paraget union t&
bashkésive t€ zgjidhjeve t&€ cdonjérit prej pabarazimeve te bashkésia.
/ra 4 _Zngigihe bashkésiné e pabarazimeve katrore

e

X —Tx+1020

(x=1)(x=7) <0
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Bashkésia e zgjidhjeve t€ pabarazimit t€ paré katror éshté , kurse bashkésia
e zgjidhjeve té pabarazimit t€ dyté éshté Bashkésia e zgjidhjeve té bashkésisé sé
dhéné éshté (vizatimi 27).

AR TR S

9x° —18x+55<0

.o . . . . Iz - 3x :} D .
Zgjidhe bashkésiné e sistemit t€ pabarazimeve
Bashkésia e zgjidhjeve t€ pabarazimit té paré katror éshté , kurse bashkésia
e zgjidhjeve té pabarazimit t€ dyté éshté Bashkésia e zgjidhjeve té bashkésisé sé
dhéné éshté (vizatimi 28)¢
i El Ij ;
0 3 3 3
x?—4x-5>0 |x*+4x+7>0
X2 4+2x<0 x? +3x+2<0
Sistemi a jané ekuivalent?
Zgjidhi sistemet:
2
X2 +2x+1>0 5 X2 —Tx+12>0 . x +21+51‘iﬂ
2 2 -
~x?+1<0 6x% —5x+1<0 X7 —99x+->0
Gjeje bashkésiné e zgjidhjeve t€ sistemeve:
25
X2 +6x+520 x?4sx+= 50 XX +x-6<0
, ; 0) 4 . By 4 -
x +10x+16<0 6l +x—-1<0 xX“+x-2<0

Zgjidhi sistemet:

2 — 2
x™+7 x-3 3x-1 x° +4x
=0 _ _
7 <4x ., 0) x+1 . B) 9 2x < L
(x—2)x+3)<0 x?—5x+620 (x—-6)(x—7)=2(x+14)
Gjeje  bashkésiné e  zgjidhjeve t&€  gjith€ pabarazimeve:
. 5 25
X" +6x+520 X +5x+—>0 X' +x-6<0
|, >0 N I <0
x +10x+16<0 6l +r—1<0 X' +x-2=0
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Sistemet e pabarazimeve katrore gjejné zbatim né€ zgjidhjen e detyrave mé t& pérbéra né
matematiké. Do t€ shqyrtojmé disa shembu;.

Zgjidhi pabarazimet

Prej
vijon se bashkésia e zgjidhjeve té€ pabarazimit t&€ dhéné &shté unioni 1 bashkésisé sé dy
sistemeve t€ pabarazimeve katrore. Bashkésia e zgjidhjeve t€ sistemit t€ paré &Eshté
por t€ sistemit t& dyté . Zgjidhje e pabarazimit t€¢ dhéné éshté bashkésia

Zgjidhe pabarazimin

Pasi _ )
[x*+x-1220 [¥*+x-12<0

- W ) :
|x*+x-620  |P+x-6<0.
bashkésia e zgjidhjeve t&€ pabarazimit t€ dhéné €shté unioni i bashkésis€ sé zgjidhjeve t€ dy
sistemeve t€ pabarazimeve katrore. Bashkésia e sistemit t€ paré éshté , por té sistemit té
dyté . Zgjidhje e pabarazimit t€ dhéné €shté bashkésia e ¢

A ekziston katror pér t€ cilin shuma prej vlerave numerike t€ syprinés dhe perimetrit
€sht€ mé 1 madh se 5, kurse mé i vogél se 21?

Ta shénojmé brinjén e katrorit t€ kérkuar me x. Prej kushtit t€ detyrés e fitojmé

(X +x-12(x*+x-6)20&

xT+4x-5>0

x'4+4x-21<0

sistemin

i cili €shté ekuivalent me sistemin

Bashkésia e zgjidhjeve té€ pabarazimit t& paré €shté . Ndérsa bashkésia e zgjidhjeve té
pabarazimit t€ dyté &shté Zgjidhja e sistemit t€ pabarazimeve &shté . Prandaj,

katrori me vetité e kérkuara ekziston. Edhe aq mé shumé, ¢do katror gjatésia e té cilit €shté mé
e madhe se 1 dhe mé e vogél se 3 i ploté€son kushtet e detyrés. ¢

Zgjidhi kéto pabarazime:
a) (x* —4)(Ox* —12x+4) 2 0;

6) (x” +1)(49x" +42x+9) > 0;
B) (36x° —60x+25)(81x” +36x+4) < 0;
r) (-25x7 +30x—9)(-9x* +12x—11) 0.
Gjeje bashkésiné e zgjidhjeve té€ kétyre pabarazimeve:
a) (x—=2)x+3)(x+2)x-3)=0; ) (x—1" (x—2)(x+3)>0;
B) (x—4) (x* —4x+3)<0; 0 x-Dx-2(x+7(x-3)<0.
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Zgjidhi kéto pabarazime:

3x* —8x *-2x-8 x* —x-90
a) 2 <o 5 = —2X° o B = X"P
x- =27 x°+2x-143 xT—4x-5
Gjeje bashkésiné e zgjidhjeve té kétyre pabarazimeve:
) =D Lo DI, g X 1l o
12x° —5x-2 (x—4(x-T7) x°+4

Zgjidhja e pabarazimit t€ dhéné €shté bashkésia ¢
Gjej dy numra natyroré t€ njépasnjéshém pér t€ cilét shuma prej katroréve t€ tyre éshté mé i
vogél se 41, kurse prodhimi i tyre &shté mé i madh se 6.

Gjeji zerot e funksioneve katrore:

a) f(x):x3+x; d) f(x):(l'—3}3+8; B) f(.r}=2x3+4x+2.

1 » 1 89
fix)=—x"——x+—
Pér funksionin katror 2 3 18 gjeji koordinatat e kulmit.

Cakto shenjén e kétyre funksioneve katrore:

a) f(x)= 6x> —37x+1, @) f(x)= 2% + 3x-2; B) f(x)= —(x—S}2 -4
N = — 212 2 5
Eshté dhéné funksioni katror FG)=(m=2)x"+(m" —m—2)x—m,m=2.
Gjeje vlerén e parametrit m nése pika i takon grafikut t€ funksionit t€ dhéné katror, kurse
pastaj, pér vlerén e fituar gjeji koordinatat e kulmit.
Shqyrto vetité dhe vizato grafikun e kétyre funksioneve katrore:

) fO=G-D7 -4 8 fO)=(r-Dx+3); B) f(x)=-9x _41-_%

Zgjidhi kéto pabarazime:
3

a) x°—8x+7>0 ) 12—:;—.:;11320; B) {.1;+E)(x—2)3-_‘*0:_
Sy v L - -—
LA SR €52 VI n X3, po-Xt. 1
6 2 X x+1 2
Gjeje bashkésin€ e zgjidhjeve té sistemeve:
Syl +6x+120 757 +4x+1>0 oo
a) 5 . 0) (x 5]3 16x+1 84; B) x—3 :
16x~ +10x+1<0 | T3 < (x—1)(x=2)=0
Zgjidhi pabarazimet:
) (x% + 9(14x7 —53x+14) > 0; 6) (x+4)(x—112x° - 25x+12) > 0;

B) (3x° —9x+ 7)(14x” —Tx+D) 0.

Gjeje bashkésiné e zgjidhjeve té kétyre pabarazimeve:
x-2)% so g oG o x—4

3 : =0 — <0
24x° —5x—1 (x=3)(x-7) (x=7)(2x" —5x—12)

a)

Shuma e katroréve t€ dy numrave natyror tek t& njépasnjéshém &éshté mé e madhe prej 74
por mé e vogél prej 202. Cilét jané ata numra?
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7. VEKTORET NE RRAFSH. FIGURAT GJEOMETRIKE NE HAPESIRE

7.1. Koncepti pér vektorin

Vitin e kaluar shkollor u njohe me konceptet: pika, drejtéza, rrafshi, larg€sia, segmenti e t&
tjera, pozitat e tyre reciproke sikurse edhe ményrat e shénimit.

Gjaté zgjidhjes s€ detyrave vérejmé se disa koncepte, sikurse qé jané gjatésia e segmentit,
syprina e trekéndéshit, masa e ndonjé trupi, temperatura e ujit e té tjera, jan¢ pércaktuar vetém
me numér real (skalar) i cili paraqet raportin e atij koncepti me masén njési pér madhésiné e tij.
Konceptet (madhésité) e kétilla quhen skalare. Késhtu, pér shembull, n€se masa e njé trupi
éshté 2kg, at€heré ajo €shté dy her€ mé e madhe pér masén lkg.

Ekzistojné koncepte (forca, nxitimi, fuqia e fushés magnetike...), t€ cilét, pérve¢ me vlerén e tij
numerike, jané€ pércaktuar edhe me drejtimin e vet dhe me kahen e vet. Pér shembull, nése
themi se era fryn me shpejtési prej 20km/h, me até vetém e kemi théné vlerén numerike té
shpejtésis€ s€ erés. Nuk e dimé né cilin drejtim ka fryré ajo ose né cilén kahe. Domethéné, pér
té caktuar shpejtésin€ e erés nuk €shté e mjaftueshme vetém vlera e saj numerike. Nése themi
se edhe era fryn n€ drejtim veri-jug, ¢ kemi thén€ edhe drejtimin e shpejtésisé sé erés. Ngel
edhe t€ themi se era a fryn prej jugut nga veriu ose prej veriut nga jugu. Kété e pércakton kahja.
Konceptet (madhésité) e kétilla t€ cilat jané pércaktuar me shpejtésing e vet, drejtimin e vet dhe
kahen e vet quhen vektoriale.

Le t€ jet€ p drejtéz né€ rrafsh. Drejtéza p s€é bashku me t& gjitha drejtézat paralele me até
pércaktojné drejtim né rrafsh. Mg tej drejtimin do ta identifikojmé me njérén prej drejtézave,
té cilat ndérmjet veti jan€ paralele, d.m.th., ajo drejté€z do t€ jeté pérfagésues i drejtimit.

T€ shqyrtojmé dy gjysmédrejtéza t€ cilat shtrihen né€ drejtézén e njéjt€ (d.m.th., jané
nénbashkési prej drejtézés s€ njéjté). Nése njéra gjysmédrejtéz éshté nénbashkési prej tjetrés,
themi se gjysmédrejtézat kané kahe té njéjté. N t& kundértén do t€ themi se kané kahe té
kundért.

Vizatimi 1

Te vizatimi 1 gjysmédrejtézat AC dhe BC kané kahe t€ njé&jté
pasi BC &shté nénbashkési prej AC. Gjysmédrejtézat B4 dhe
AC kané kahe t€ kundérta pasi as BACAC, as ACS BA.

Tani t€ shqyrtojmé dy gjysmédrejtéza AB dhe CD, té€ cilat shtrihen n€ dy drejtéza paralele p dhe
q, pérkatésisht. Pikat e tyre fillestare le t€ jené 4 dhe C. Drejtéza AC e ndan rrafshin né dy
gjysmérrafshe dhe ¢donjéra prej gjysmédrejtézave éshté nénbashkési prej njérit gjysmérrafsh.
Nése té dy gjysmédrejtézat jané nénbashkési prej gjysmérrafshit t&€ nj€jté, at€heré themi se t€ dy
gjysmédrejtézat kané kahe té njéjté. NE t&
kundértén do té themi se kané kahe té
kundérta.  Késhtu, te vizatimi 2,
gjysmédrejtézat AB dhe CD kané kahe té
njéjté, kurse AE dhe CD kané kahe té
kundért. Eshté e qarté se E4 dhe CD kané kahe té njéjté. Vizatimi 2

Domethéné kahja pérkufizohet vetém nése gjysmédrejtézat kané drejtim t& njéjte.

Pérkufizimi. Vektor paraget objekt matematikor, i cili &shté pércaktuar me: madhésing,
drejtimin dhe kahen e vet.
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7.2. Operacionet me vektor

Mbledhja e vektoréve

Le té jené a dhe b ¢farédo vektor né rrafsh. Nése e shénojmé y c
AB = a, atéheré mund t€ konstruktojmé drejtéz e cila kalon népér o ’
pikén . dhe éshté paralele me drejtézén e cila Eshté pércaktuar me 4
vektorin b. Né kété ményré e fitojmé vektorin BC =p icili éshté 4 -
lidhur me vektorin @ d.m.th., fillimi i1 b puthitet me fundin e a ¢ B
(vizatimi 10). Domethéné, 4 = 45 dhe b = BC Vigatimi 10

Pérkufizimi. Shuma e vektoréve a dhe b quhet vektori ATC, d.m.th., vektori fillimi i té cilit
&shté fillimi 1 a, kurse mbarimi éshté fundi i b.

Shumén e a dhe b do ta shénojmé me ;1 4 B , d.m.th., 5+B = E + R‘ = F .

Kjo ményré e mbledhjes sé vektoréve quhet rregulla e trekéndéshit.
Nése né vend t’i lidhim njérin né tjetrin, vektorét

a
jokolinear i sjellim né fillimin e njéjt€ (vizatimi 11), at€éheré B
shuma e vektoréve ka drejtim dhe madhési té diagonales sé b & 7
paralelogramit dhe kahe prej kulmit g€ &shté fillim 1 —
(42

pérbashkét. Kjo ményré e mbledhjes quhet rregulla
paralelogramit.
Do té vértetojmé disa veti t€ shumés s€¢ vektoréve.

Vizatimi 11

e Pér¢do vektor @ dhe 5 vlen g+b=b+a |, dm.th, vlen ligji komutativ
mbledhjen e vektoréve.

Me t€ vérteté, le t€ jené dhéné vektorét R ¢ 7 D
G=AB dhe b=RBC (vizatimi 12) shumén s /
b+a e fitojmé kur fundi b fitojmé kur a dhe = ; T
fillimit t¢ % 4+ 5 = g puthiten, d.m.th.,. Vigatimi 12

Atéheré AB = CD dhe AB dhe CD jané paralele, pra ABCD &shté paralelogram.
Domethéng, vektor&t F dhe BD kané madhési té barabarta AC dhe BD kahe t& njéjté.
Vijon g+b=AC=BD=b+a .+

Le t€ jené, tani, té€ tre vektorét té lidhur ni€ri né tjetrin, d.m.th.,
le téjené ~_"yp. p=pC dhe 7= D (vizatimi 13).
AGheré . (5 +¢) - 46+ 50 - 4D dhe d+b )+ =AC+(D = 4D
pra vijon se vlen kjo veti

e Pércfarédo vektor a,b
a+(5+5)=(a+5)+5

Vizatimi 13

d.m.th., vlen ligji asociativ pér mbledhjen  ..........
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Né pérgjithési, pér mbledhjen e n vektoréve, ku n €shté numér
natyror, shfrytézohet rregulla e shumékéndéshit. Vektorét jané
Hlidhur” njéri né tjetrin (fillimi 1 pasardhésit &shté te fundi 1
paraardhésit) dhe shuma e tyre fillimi 1 t€ cilit &shté te fillimi 1 t€ parit,
kurse fundi te vektori 1 fundit (vizatimi 14).

e Pér ¢do vektor a vlen a+0=al

Me t€ vértet, néseo G = 4B

Atchere G+0=AB+BB=AB=id.+
Nése g = AB . Atéheré —G = BA pra Vizatimi 14

Ef+(—§) ~AB+BA=A4=0 sipas késaj vlen kjo veti:

Pér ¢do vektor g vlen |g+ ( —a ) -0

Shembulli 1. Le té jené 4, B dhe C tri pika né rrafsh. Vektori 4B + BC + CA éshté vektor
zero, pasi prej rregullit té trekéndéshit kemi 4B+ BC = AC dhe AC+CA=AA=0 . ¢

Zbritja e vektoréve

Pérkufizimi. Nése 4, B dhe C jané ¢farédo vektor. at€heré ndryshimi 47 + BC + C4
pérkufizohet me 4B+ BC =4C dhe AC+C4A=44=0 .

Kjo do té thot€ se zbritja e vektoréve €shté mbledhje e nj€ vektori dhe 1 kundérti 1 vektorit
tjetér. Prandaj, ndryshimi

E—E:E+(—TC):A—B+@:@+A_B:C—B, B ___a
b Ny
pér ¢farédo pika 4, B dhe C prej rrafshit. G4 -
Nése kemi paralelogram té konstruktuar mbi dy vektor a dhe a

-

b, atéheré vektorét a+b shtrihen te diagonalja e cila kalon
: b . .o . . . V t : 1 5
népér fillimin e tyre té pérbashkét, kurse vektori a - b i 1zatim

diagonales tjetér (vizatimi 15).
Shumézimi i vektoréve me numér (skalar)

Le t€ jeté a vektor dhe k &shté skalar (numér real). Vektori i pércaktuar me:
drejtim t& njéjté me drejtimin e a, gjatésia |%d| = |%|-|a| dhe nése k>0, vektorét ka dhe

a kan€ kahe t€ njé&jta, kurse né€se k<0, vektorét ka dhe a kané kahe t€ kundérta.

Pérkufizimi. Vektori kg quhet prodhimi i vektorit ¢ me skalarin k.

Pér shumézimin e vektorit me skalar vlejné kéto veti:
e Pér ¢do vektor a dhe skalar £ vlen

0:a=0, k-0=0,1-a=a, (-1)a=—a
e Pér¢do skalar k dhe m dhe vektori g vlen |k(ma)=(km)a|dhe (k+m)ad = ki +mé
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e Pér cdo skalar & dhe ¢do vektor a dhe b vlen k(a +b ) =ka+kb|.

Vektorét jozero a dhe b jané kolinear nése dhe vetém nése ekziston skalar k& # 0, ashtu qé

G =kb .Nése k#0me % do ta shénojmé vektorin 1 ;. Domethéng, %

k

Detyra 1.Le t& jet¢ ABCD paralelogram dhe O prerja e diagonaleve té tij.
Thjeshto shprehjet:
D

a) AB+CO, C
b) A0+BO+CO+DO, c) (B—C+E4)+W’,

a.

a«l'—a

r) (4B+DO)+04, d) DO+ BC+0A+ 4B ,t) AD-BO - ”
Zg]ldhja a) AB +C 0= AB+OA OB DO&KO Vizatimil6

HUCKOPHCTHME JIEKa CO =04 nm

— ——— e

—_— —_— —_— —_— —

6) AO+BO+CO+ DO =0, ounejku A0=-CO u BO= —DO
B) (BC+0A)+OC=BC+(0A+OC)=BC, unejiu A0 =-CO
r) (ﬁ+m)+a:@—a+@+@:2@:ﬁ

_—— ———— . — —_— — — — — — — —

AD-BO=BC-BO=BC+0B=0C um AD-BO =AD- OD AD+DO=A40=0C. +

[Ipumep 2. Ha nprexot 17, naneHu ce BEKTOpUTE
a=AM wu b= AN taxsu wto AM =MB u AN = NC . Ke
TU U3pa3uMe BEKTOPUTE BM ,NC, MN, BN co momor Ha
BEKTOPUTE aub.
3a BEKTOPOT BM wmame: BM =MA=-AM =—-a , CIIMYHO
NC=b , @ 32 BEKTOPOT MN OJ1 MPAaBUJIOTO HA TPUATOJTHUK
umame: MN = M+ﬁ:—£+5, HO
MN = AN - AM =b—-a axo ce HMCKOPHUCTH pa3inuKa Ha

—_— — ——

pextopn u BN = BA+ AN = BM + MA+ AN = BM — AM + AN =—a—a+b=-2a+b. +
3anaua 2. YOpoCTH TU U3pa3UTE:

a) 3a+2(a-b+c), 6) 2(a—2b+3c)+4b+5(c—a)
Zgjidhja. Me zbatimin e vetive pér shumézim t&é vektorit me skalar fitohet:
a) 32:+2(Zz—13+2)=3Zz+221—213+22=521—213+22,

Vizatimi 17

b)2(a—2b+3c)+4b+5(c-af2-4b db+ -5a=-3a+1lc ¢
Detyra 3. Ng& ¢faré€ pozite reciproke gjenden pikat 4, B dhe C nése vlen
AB=24C?
Zgjidhja. Eshté e qarté se pikat 4, B dhe C shtrihen né drejtézén e njéjté, d.m.th., jané
kolineare. Duhet ta caktojmé renditjen e atyre pikave te drejtéza. Prej barazimit AB =2AC

vijon se gjatésia e segmentit 43 éshté dyheré mé e madhe se gjatésia e segmentit 4C
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dhe vektoréve 4B dhe 4C jané me kahe té njéjté. Pér kété pérfundojmé se pika C shtrihet

né mes ndérmjet pikave 4 dhe B. ¢

Detyra. B C
1. Shprehi vektorét pc 4. BO+OC

BO-0C dhe BA— DA me ndihmén e vektoréve 7

a dhe b nése éshté paralelogram te vizatimi 18. 0
2. Le té jené CA =au CD=D sipas figurés

19, shprehi me ndihmén e a dhe b vektorét: A b D

AE+ 4B, BE, CB, EA+CD dhe ED
3. Eshté dhéné gjashtékéndéshi i rregullt ABCDEF
dhe O &shté gendra e vijés rrethore t€ jashtéshkruar.

Vizatimi 18

Le té jené 4B = b dhe AF =a shprehi me ndihmén
e a dhe b vektorét: OD |, OB, FB, CA, FE.OA. CE
dhe ED.

4. Diagonalet e paralelogramit
ABCD priten te pika S. Kontrollo a vlejné barazimet:

a)d B+C S= DS b) APBS=SC, C Viatimilo
) AS+BS+CS+DS=0.
5. Thjeshtoji shprehjet 2(a —5)~5(a+5)+2a+6b.

7.3. Zbatimi i vektoréve

Vektorét kané zbatim t€ gjeré né tekniké, fiziké, matematiké dhe shkenca té tjera.
Kétu do té pérmendim disa detyra me t€ cilat ilustrohet zbatimi i1 vektoréve né€ vértetimin e
disa gjykimeve nga gjeometria.

Detyra 1. Le t€ jet€ M pika e mesme e segmentit AB, 4
kurse O éshté ¢farédo piké né€ rrafsh. Vérteto se

OM =10i+10B. M
2 2
L _PEHI&EI/LE.I/IMaMG OM =04+ AM u N > B
OM = OB+ BM , (uprex 20). Axo ru cobepeme oBHe 0
paBeHCTBa, J00MBaMe: 20M =OA+ AM +OB + BM , Vizatimi 20
20M =@+OT3+(AM+BM) , 20M =0A+O0B+0, Ho AM u BM ce CIPOTUBHU
BEKTOpH, I1a @”:%5&%5@.0 /C\
Detyra 2. Pikat A; dhe B, jan€ meset e brinjéve B i
AC dhe BC té trekéndéshit ABC (vizatimi 21). Z /
Vérteto se 4B, = %ﬂ : 4 C, B

Vizatimi 21
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Zgjidhja. Vlen B, 4, — B,C + C4, . Nga ana tjetér kemi: B, 4, = B, A+ AB + B4, .
Me mbledhje t& kétyre barazimeve, kemi: 28,4, = BC +C4, + B A+ AB+ B4,

— SN [ [
28,4, = AB +(BC+ B.A)+(CA + BA) , onxane Bd, =—AB+0+0 1. B =—AB. ¢

Vérejtje. Segmenti (formula) quhet vija e mesme paralele me brinjén AB te A4BC

dhe prej késaj q¢ B, 4, = LB vijon se |B :llﬁl kurse kété se vektorét jané
prej J q e ] 1= > 5 ]

: =7 _17%
kolinear, d.m.th. B4 =545 dhe B, 4, || AB d.m.th., vija e mesme te trekéndéshi ka gjatési
s€ brinjés paralele me até.

Detyra 3. Le té jgté a dhe b jané vektor jokolinear dhe x dhe y jané ¢farédo numra
realé. Nése xa + yb =0, atéheré x = y =0 . Vérteto!

Zgjidhja. Prej késaj a dhe b jané vektor jokolinear VlJOl’l se ato nuk j Jane vektor
zero. Té supozojmé té kundértén, d.m.th., x # 0. Atéheré prej xa + 5 = 0 vijon se

a =25 qé do té thoté se vektorét jané kolinear. Kjo éshté né kundérthénie me supozimin.
X

. N€ ményré analoge fitohet nése ¢ marrim supozimin tjetér, d.m.th., y # 0. Prandaj, patjetér té
vlenx=y=0.¢
Detyra 4. Diagonalet te ¢do paralelogram pérgjysmohen. Vérteto!

Zgjidhja. Le té jeté ABCD paralelogram dhe O &shté piképrerja e diagonaleve

AC dhe BD. Pasi pikat A, O dhe C jané kolineare, vijon se ekziston numér real x ashtu qé
AO = xAC = x(ﬁ + E) . N& ményré€ analoge, ekziston numér real y ashtu qé
BO = y@ = y(E - ﬁ) pra patjetér
BO=BA+ A0 = —A—B+x(ﬁ+ﬂ)) =(x-1)4B+xAD, na mopa
y(A4D~4B)=(x~1)4B+xA4D dm.th. (x— 1 y) AB+(x~y) AD=0

Vektorét 4B dhe 4] . Nuk jané kolinear, pra prej detyrés 3 kemi x —1+y =0
x—y=0dmthx=y=—.¢

Detyra
1. Le té jené M, N dhe P meset e brinjéve t&
trekéndéshit ABC (vizatimi 22).

Vérteto AM + BN +CP =0. N M
2.% Le t€ jeté T pika e réndimit te AABC. Vérteto se

OT = %(54 +OB+ R’) , ku O &shté ¢farédo piké né

rrafsh. ) Vizatimi 222
3. Eshté dhéné katrori ABCD dhe S éshté pika te e cila

priten diagonalet e tij. Le jené M dhe N meset e brinjéve BS dhe DS, pérkatésisht. Shprehi
vektorét 4C, BD. AB dhe BC me ndihmén e vektoréve AM =m dhe AN =n.

4. Eshté dhéné gjashtékéndéshi i rregullt ABCDEF dhe S éshté gendra e vijés rrethore
té jashté€shkruar. Thjeshtoji vektorét:
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a) CD+EF, b) SF + 4B, ¢)AB - ES , ¢) DE+CS.
> Le t€ jen€ D, E dhe F meset e brinjéve BC, AC dhe AB, pérkatésisht, t&€ AABC. Nése

Nése 4B =m dhe AC = n., atéheré shprehi vektorét 4D, BE dhe 7 me ndihmén e vektoréve

72 dhe 7 .

7.4. Aksiomat pér gjeometriné h hapésinore

Vitin e kaluar shkollor u njohtém me konceptet themelore dhe t€ nxjerra, disa
prej aksiomave dhe teoremave né gjeometrin€ e rrafshit (planimetri). I mésove pozitat
reciproke t€ koncepteve themelore pika dhe drejt€za n€ njé rrafsh. Kjo pjes€ 1 éshté
pérkushtuar pikérisht aksiomave dhe disa teoremave prej gjeometris€ s€ hapésirés
(stereometria), si pozita reciproke t&€ koncepteve themelore pika, drejtéza dhe rrafshi.

T€ pérkujtohemi, té gjithé koncepteve saktésiné e té cilave e pranojmé pa pérkufizim
quhen koncepte themelore, kurse té gjitha konceptet e tjera quhen koncepte té nxjerra.

Gjaté ndértimit t€ gjeometrisé sé hapésirés nisemi prej koncepteve themelore: pika,
drejtéza, rrafshi, largésia dhe hapésira, kurse pastaj duke shfrytézuar ato si edhe té
tjerat koncepte matematikore pérkufizohen konceptet e tjera gjeometrike. Poashtu, c¢do
bashkési e pikave né hapésiré quhet vizatimi /# hapésinore gjeometrike. Konceptet
themelore: pika, drejtéza, rrafshi dhe hapésira quhen edhe vizatimi themelore
gjeometrike. Hapésira &éshté bashkési e pafundshme e pikave me shenjén P elementet e té
cilit 1 shénojmé me 4, B, C,... shkronjat e médha t€ latinishtes.

Gjaté ndértimit t€ gjeometris€ s€ hapésirés do t€ pranojmé se ¢do piké prej hapésirés
gjendet n€ ndonj€ largési prej pikés tjetér. Pér largésin€ ndérmjet dy pikave 4 dhe B do ta
shfrytézojmé shenjén AB dhe i pranojmé kéto aksioma:

A;. Largésia prej njé piké A4 deri te pika tjetér B éshté€ numér real pozitiv ose zero,
pérkatésisht 4B > 0 Ky éshté numér pozitiv, nése pikat jané té ndryshme, dhe éshté zero nése
ato puthiten, pérkatésisht ZA

nése 4 # B atéheré AB >0, nése A = B atéheré 4B = 0
Az. Pér ¢farédo dy pika A dhe B, largésia prej A deri te B €shté e barabarté me largé€siné

prej B deri te A, pérkatésisht AB=BA.
As. Pér ¢farédo tri pika 4, B dhe C, largésia prej 4 deri te C nuk éshté mé e madhe pre;
shumés sé largésive 4B dhe BC, pérkatésisht AC AB>—BC .

AC< AB+BC.

Teorema 1. Pér ¢farédo tri pika A, B dhe C, né hapésiré P, largésia AC éshté mé e
madhe ose e barabarté me ndryshimin e largé€sive 4B dhe BC, pérkatésisht me kusht AB>BC
vlen pabarazimi 4C > AB-BC .

Me té vérteté, né pajtim me aksiomén A; kemi 4B < AC + BC . Nése t& dy anét e

pabarazimit 1 zvogéloimé nér BC, fitojmé 4p_Bc<4C+pC-pc pérkatésisht 5 _Fc < 4C q¢€
dotéthot€ 4C> 4B—BC - ¢

Shembulli 1. Le té jené 4, B, C dhe D, ¢farédo katér pika né hapé€siré P. Me ndihmén e
zbatimit t& njépasnjéshém té A3, mund té pérfundojmé se vlen

AD<AB+BD< AB+BC+CpD dm.th., 4D < AB+ BC +CD

113



VEKTORI NE RRAFSH. GIEOMETRIA E FIGURAVE NE HAPESIRE

Detyra 1. Eshté e njohur se AB = 15 dhe BC=8. A mund (formula) t& jeté:
a)6,b)16,¢)23,¢)2ud)0.

Zgjidhja. Eshté e njohur se, prej Az vlen AC< AB + BC=458 = 23 , kurse prej

teoremés 1, vlen AC> AB — BC= 15-8=7.Domethéné,7 < AC <23 pra té sakta jané
pérgjigjet b) dhe c). ¢

Drejtézat dhe rrafshet jan€ koncepte themelore gjeometrike. Poashtu drejtézat i1
shénojmé me a, b, c shkronjat e vogla t€ latinishtes, kurse rrafshet me X, I1... me shkronjat e
médha t€ alfabetit grek. &

Drejtéza a &shté bashkési e pikave n€ hapésiré P dhe né€se 4 &shté piké prej hapésirés,
at€heré ose A€ o ose AZ a. Poashtu, nése A€a, themi se ,,pika 4 shtrihet te drejtéza a “ ose
»drejtéza a kalon népér pikén A“. Nése, pra, 4 ¢ a, themi se ,,pika 4 nuk shtrihet te drejtéza a
“ ose ,,drejtéza a nuk kalon népér pikén A*. Paraqitja e qarté si te vizatimi 23.

a
a
A
A
Y
Aca Ada

Vizatimi 233

Aa. Te ¢do drejtéz shtrihen pafund shumé pika. Pér ¢do drejtéz ekzistojné pika qé nuk i
takojné. Népér ¢do piké kalojné pafund shumé drejtéza.

As. Népér ¢farédo dy pika té€ ndryshme kalon njé dhe vetém njé drejtéz.

Pér kété aksiomé, né€ t€ ardhmen né€ vend t€ shenjés a pér ndonjé drejtéz, mund t€ themi
drejtéza AB, kuptohet nése ajo drejtéz éshté pércaktuar me ato dy pika, d.m.th., nése, 4,Bea.

Pér té gjitha pikat prej hapésirés P té cilat shtrihen né drejtézén e njéjté do t& themi se
jané pika kolineare.

Detyra 2. Katér pika té ndryshme mund t€ pércaktojné nj€, katér ose gjashté drejtéza.
Vérteto!

Zgjidhja. T’i shénojmé pikat me 4, B, C dhe D. Nése té€ gjitha katér pikat jané
kolineare, atéheré ato pércaktojné njé drejtéz. Nése tri pika prej tyre jané kolineare, pér
shembull, pikat 4,8 dhe C, atéheré ¢donjéra prej tyre me D formojné drejtéz, pra fitohen
drejtézat AD, BD dhe CD té cilat me drejtézén AB jané gjithsej 4. Nése ¢farédo qofté tre prej
pikave t€ dhéna nuk jané kolineare, atéheré mund t€ formojmé kéto drejtéza:
AB,AC,AD,BC,BD dhe CD, d.m.th., gjithsej 6 (vizatimi 24). ¢

Vizatimi 24

Rrafshi ¥ éshté bashkésia e pikave né hapésiré (formula) dhe nése A éshté piké prej hapésirés,
atéheré ose Ae 2 ose A ¢ X. Poashtu, nése Ae 2, themi se ,,pika A shtrihet né rrafshin >
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Hrrafshi kalon népér pikén A“. Nése, pra, 4 ¢ 2 themi se ,,pika A nuk éshté né rrafshin ose
nrrafshi nuk kalon népér pikén A“. Qarté tregojmé sikurse te vizatimi 24.kalon népér

pikén 4. Qarté tregojmé sikurse te vizatimi 24.
A
@

A
I Y

AelX AEX
Vizatimi 25

As. N€ ¢do rrafsh né hapésiré shtrihen pafund shumé pika, kurse pér ¢do rrafsh
ekzistojné pika g€ nuk i takojné.

A7. Nése pikat 4, B dhe C nuk jané kolineare, atéheré ekziston njé dhe vetém njé rrafsh
qé kalon népér ato pika.

Pér kété shkak kjo aksiomé, né té ardhmen né€ vend té shénimit pér ndonjé rrafsh, mund
té themi rrafshi ABC, kuptohet nése ai rrafsh éshté pércaktuar me ato tri pika, d.m.th., nése
A,B,Ce .

Nése i shqyrtojmé drejtézat dhe rrafshet si bashkési té pikave t€ cilat jané nénbashkési
prej hapésir€s (formula), atéheré €shté e natyrshme t€ jené bashkési t€ ndryshme té pikave,
d.m.th., vizatimi t€ ndryshme. Te As kérkojmé dy pika té ndryshme té pércaktojné drejtéz té
vetme, kurse ajo nuk do té thoté se tri pika gjithmoné do té shtrihen né drejtézén e njéjté. Kur
ato tri pika nuk jané€ kolineare, do t€ llogarisim se pércaktojné rrafsh t€ vet€ém. N& ké&té
ményré sigurojmé drejtézat dhe rrafshet té jené bashkési t€ ndryshme té pikave, té cilat, sipas
A4 dhe Ay, jané edhe nénbashkési t€ vérteta prej hapésirés (formula).

T€ gjitha pikat té cilat shtihen né njé rrafsh té njéjté quhen pika komplanare.

Sipas A; ¢do tri pika jan€ komplanare.

Detyra.

1. Le té jeté A ¢farédo piké prej hapésirés P. Vérteto se ekzistojné pika B dhe C, t&
atilla g€ 4, B dhe C nuk jané pika kolineare.

2. Le t€ jeté 4 ¢farédo piké prej hapésirés P. Vérteto se ekziston drejtéz a e cila nuk
kalon népér pikén 4.

3. Le té jeté 4 ¢far€do piké prej hapésirés P. Vérteto se népér A kalojné té paktén tre
rrafshe t€ ndryshme.

4.% Eshté dhéné bashkésia S ={4,B,C,m,n},), ku A, B dhe C jané tri pika t&

ndryshme por m dhe n drejtéza t€ ndryshme. M¢ s€ shumti sa rrafshe jané pércaktuar me
elementet e bashkésisé S?

5. Te bashkésia T ={4,B,C,D,E,F,G} ekzistojné sakté dy treshe t& pikave

kolineare. Mé& s¢ shumti sa drejtéza mund t&€ pércaktojné elementet e késaj bashkésie?

115



VEKTORI NE RRAFSH. GIEOMETRIA E FIGURAVE NE HAPESIRE

7.5. Pozita reciproke e drejtézés dhe rrafshit né hapésiré

Le té jet€ dhéné€ drejtéza a dhe rrafshi X. Le t€ jené 4 dhe B dy pika prej drejtézés a té
cilat i takojné rrafshit X. Prej aksiomave dhe teoremave t€ deritanishme nuk mund t&
pérfundohet se ¢do piké prej drejt€zés a a i takon rrafshit X. Prandaj, do ta futim kété
aksiomé:
As. Nése dy pika prej drejtézés i takojné rrafshit, at€heré edhe ¢do piké prej drejtézés 1
takon rrafshit.
Prandaj, pér pozitén reciproke té drejtézés a dhe rrafshit X t€ mundshme jané kéto
situata (vizatimi 26):
e adhe X nuk kané pika té pérbashkéta dhe themi se drejtéza nuk e pret rrafshin
dmthan}) = O
e adhe X kané vetém njé piké t& pérbashkét A dhe themi se drejtéza e depérton
rrafshin d.m.th., anX = {A}.

NEé rastin e kétillé pika A quhet piké e depértimit ose prerje e drejtézés dhe rrafshit.
e cdo piké prej a 1 takon X dhe themi se drejtéza shtrihet né€ rrafsh ose rrafshi
kalon népér drejtézén d.m.th., acX.

ol NN

Vizatimi 26

a

A

an)y.=g

Pérkufizimi. Nése drejtéza a dhe rrafshi T nuk kané pika té pérbashkéta (aNX = ©)
ose drejtéza shtrihet te rrafshi (aCZX), at€¢heré themi se drejtéza dhe rrafshi jané paralel.
Né kété rast e shfryt€zojmé shénimin a|Z. )

N¢ kété rast e shfryt€ézojmé shénimin a||x.

Teorema 2. Le t€ jet€ a drejtéz dhe 4 ¢ a €shté piké prej hapésirés P. Atéheré ekziston
rrafsh 1 vetém 1 cili kalon népér pikén A4 dhe drejtézén a.

Prej A, dhe As vijon se te drejtéza a ekzistojné dy pika B dhe C. Pasi A ¢ a pikat A, B
dhe C nuk jané kolineare. Sipas A; ato tri pika pércaktojné rrafsh té vetém. Drejtéza a dhe ai
rrafsh kané dy pika té pérbashkéta B dhe C, pra prej Ag vijon se rrafshi kalon népér drejtézén.
¢

Pérkufizimi. Drejtéza n q€ e depérton rrafshin £ dhe éshté normale né ¢do drejtéz qé
kalon népér pikén e depértimit quhet normalja e rrafshit.

Pér até drejtéz vlen vetia: n€se nj€ drejtéz n q€ e depérton rrafshin €sht€ normale né dy
drejtéza ku kalojné népér pikén e depértimit, at€heré ajo éshté normale e X..
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Pérkufizimi. Pika 4 dhe B le t& mos shtrihen né .. Nése segmenti 4B ka me Y’
piké t€ brendshme té€ pérbashkét, atéheré themi se pikat 4 dhe B jané té ndara me rrafshin

ose se A dhe B shtrihen n€ ané t€ ndryshme té X.

Hexka A¢ > unu3 A e nosiedena npasara p 1 2.. Ako M e npobogor Ha p co 2.,

pramt AM ce HapeKyBa pacTojaHue o1 Toukara A 10 paMHUHATA . .

(Cdo rrafsh e ndan hapésirén né dy bashkési jo té zbrazéta P, dhe 7P,té atilla gé:
e cfarédo dy pika prej bashkésis€ sé nj€jté shtrihen n€ anén e njéjté prej hapésirés.
e c¢donjéri Ae P; dhe Be P> shtrihen n ané t& ndryshme prej X.

Pérkufizimi. Vizatimi e formuar prej njé rrafshi dhe t€ gjitha pikave prej hapésirés
té cilat shtrihen n€ anén e njéjté prej atij rrafshi quhet gjysméhapésiré.

Mpumvep 1. [lanena e e koukara a ABCDEFGH.

LH
E JJ-""-F——’ -L Tl ﬂ—,_';_rTG
fd_”."'-'-‘-n—-..- -“'r'-"f
| - _rF... :
i i s
|
L |
[ .'f r _'J_' :
[ 1 !
| | |
| [ =
AL 1 >
: [

I
i
"
o,

Toukwute 1, J, L ce mpecedHn TOYKU Ha JUjarOHAJIUTE HA COOJBETHUTE SHIOBH.
[TpaBara BC e mapanenHa co paMHUHATa ornpeneineHa co 4, E, H . IlpaBara EF ja mpo6oyBa

pamuunata BCG , a npaBata F'G nexu Bo pamuuHata BCF .4 )

Rrafshi quhet kufi ose mur t€ asaj gjysémhapésire. Mund t€ pérfundojmé se ¢do rrafsh
e ndan rrafshin né dy gjysméhapésira me mur té pérbashkét.

Detyra
1. N¢€ ¢faré pozite jané drejtézat a dhe b, né€se dihet se bNX = {M}dhe a||X?

2. Drejtéza a shtrihet né€ rrafshin X, drejté€za b e pret drejtézén a dhe nuk shtrihet né X.
Cilat prej kétyre gjykimeve jané té sakta?

a) Drejtéza b dhe rrafshi X kané t& paktén nj€ pikét té pérbashkét.

b) Drejtéza b dhe rrafshi X kané€ sakté nj€ piké té€ pérbashkét.

¢) Drejtéza a dhe b pércaktojné rrafsh té vetém.

¢) Drejtéza a €shté€ paralele me X.
3. Jané dhéné pikat 4, B, C, D dhe E. Rrafshi X kalon népér pikat 4 dhe B, kurse nuk

népér pikat C, D dhe E.
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a) Cila prej pikave té dhéna nuk mund t€ t€ shtrihet né drejtézén AD?

b) Cila prej pikave té dhéna nuk mund t€ shtrihet te drejtéza CB?

4.*% Jané€ dhéné rrafshi £ dhe pika P jashté rrafshit. Vérteto se drejtéza p e cila e pérmban
pé€rmban pikén P nuk mund t€ ket€ mé shumé se njé piké t€ pérbashkét.

5.% Eshté dhéné rrafshi X. Drejtéza p dhe pika 4 shtrihen né . Vérteto se drejtéza a e
cila kalon népér 4 dhe éshté paralele me p shtrihet né X.

7.6. Pozita reciproke e dy rrafsheve né hapésiré

Heka >, u 2., ce IBe paMHHHH BO IIPOCTOPOT P . 3a HUBHHOT 3a€MEH OJHOC MOKHH Ce
CIIETHUBE CUTYaIuu (UpTex 27):
e 2> N2,= Ddhe themi se rrafshet nuk kané prerje k
e >, =2, dhe themi se rrafshet pérputhen d.m.th., ato jané t€ barabarta si bashkési t&
pikave.
o > N2, # Ddherrafshet X1, X2 nuk puthiten.

NEé rastin e treté prej aksiomave t€ deritanishme nuk mund t€ pérfundojmé sa pika mé sé
paku do té ket€ prerja e té€ dy rrafsheve, Prandaj, e futim kété aksiomé:
Av. Nése rrafshet X; dhe X, kané piké t&€ pérbashkét, atéheré ato kané té paktén edhe
nj€ piké té pérbashkét.
Prandaj, sipas késaj aksiome mund té pérfundojmé se né€se dy rrafshe kané piké t€ pérbashkét,
atéheré ato kané edhe drejtéz t& pérbashkét d.m.th., 2, N2, =a.

Xirﬁ ij < l:l EZ:Q Z:lﬂxg =g
IR

Vizatimi 27

Pérkufizimi. Nése rrafshet X; dhe %,

nuk kané pika t€ pérbashkéta ose puthiten, e
at€heré themi se ato jané paralele. S - e 4

Rrafshet paralele i shénojmé me 1]|X2.

Shembulli 1. Eshté dhéné kubi ABCDEFGH.
Pikat 7, J, L jané€ piképrerjet e diagonaleve t&
faqgeve. Rrafshet IJL dhe ABE priten, rrafshet
BCG dhe EHYV priten né drejtéz FG. Rrafshet AL
BCG dhe AEH jané paralele. e

Ir——————"_"'_'"

|
L
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Detyra

1. Prerja e dy rrafsheve a mund té pérb&het prej sakté pesé pikave t€ ndryshme?

2. Rrafshet X, dhe %, e t€ priten né drejtézén a.

a) A ekziston drejtéz e cila i depérton rrafshet ; dhe X, dhe nuk kané pika té
pérbashkéta me drejtézén a?

b) A ekzistojné pafund shumé pika té cilat nuk shtrihen as te X, as te Z,?

3. A éshté e sakté ky gjykim: :

Cilat dy rrafshe qé jané€ paralele te drejtéza e dhéné, jané€ paralele ndérmjet veti

4.*% Vérteto se ekzistojné tre rrafshe té atillé qé ¢donjéri dy prej tyre priten por nuk e
ekziston piké e pérbashkét pér té€ gjithé tre rrafshet.

5. Pika A4 nuk shtrihet né rrafsh KMN. Emérto drejtézén e cila €shté prerje e rrafsheve: 4 KMN
paMHUHUTE:

a) AMN dhe AKM b) AMN dhe ANK .

7.7. Pozita reciproke e dy drejtézave né hapésiré

Le t€ jené a dhe b dy drejtéza t€ dhéna né hapésiré P. Pér pozitén e tyre reciproke jané
t€ mundshme kéto situata:

e anb=¢C dhe themi se drejtézat nuk kané prerje
e anb={4} dhe themi se drejtézat priten né njé piké

e prerja pérmban té paktén dy pika
Nése prerja pérmban té paktén dy pika, at€heré vlen kjo veti:

Teorema 3. Nése dy drejtéza kané té paktén dy pika té pérbashkéta, atéheré ato puthiten.

Me té vérteté, nése me 4 dhe B i shénojmé pikat e pérbashkéta t€ drejtézave a dhe b.
Atéheré sipas As ekziston drejtéz e vetme q€ kalon népér A4 dhe B. Drejtézat a dhe b kalojné
népér pikat A dhe B, pra prej unitetit vijon se a = b. ¢

N¢ kété rast themi se drejtézat a dhe b puthiten dhe shkruajmé a =b.

Detyra 1. Vérteto se dy drejtéza t€ ndryshme kan€ mé sé shumti n€ piké t€ pérbashkét.

Zgjidhja. Nése t€ dy drejtézat kané pika té pérbashkéta, at€heré prej teoremés 3 vijon se
ato drejtéza puthiten. . ¢

Teorema 4. Népér dy drejtéza qé priten kalon njé€ rrafsh i vetém.

Drejtézat a dh b le té priten né pikén C. Dihet se te drejtéza a shtrihen pafund shumé pika,
pra le té jet€¢ A # C njé piké e atillé. Pasi 4 nuk shtrihet te drejtéza b, prej teoremés 2, vijon se
ekziston rrafsh 1 vet€ém X qé kalon népér 4 dhe b. Rrafshi ¥ dhe drejtéza a kané dy pika t&
pérbashkéta A dhe C, pra sipas Ag rrafshi X kalon népér drejtézén a. Cdo tjetér rrafsh i cili kalon
népér tjetér pike prej a, e cila Eshté e ndryshme prej 4 dhe C, dhe népér drejtézén b, gjithashtu e
pérmban edhe drejtézén a. Domethéné, ai rrafsh i pérmban pikén 4 dhe drejté€zén b, pra sipas
teoremés 2 ai rrafsh puthitet me . ¢

Te vizatimi 28, a) jané€ drejta a dhe b priten.

Prej A vijon se pér ¢do rrafsh mund té zgjedh pika té cilat nuk shtrihen te ai, pra le té
jené, 4,B,C dhe D katér pika té cilat nuk shtrihen te rrafshi X. At€heré drejtézat 4B dhe
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CD nuk shtrihen te rrafshi Z, pasi né€se ka rrafsh qé i pérmban drejté€zat AB dhe CD, atéheré
ai patjetér t’1 pérmbaj€ edhe pikat 4,B,C dhe D. Domethéné, e sakté €shté kjo:

Teorema 5. Ekzistojné drejtéza t€ cilat nuk shtrihen né€ rrafshin e njéjté.

Kjo do té thot€ se n€ hapésiré ekzistojné dy situata t€ ndryshme te dy drejtéza q€ nuk
priten: drejtézat nuk shtrihen ose shtrihen né€ rrafshin e njé;jté.

Pérkufizimi. Dy drejtéza q¢€ shtrihen né rrafshin e njéjté dhe nuk priten ose puthiten
quhen drejtéza paralele.

N¢ kété rast shkruajmé a||b.

Detyra 2. Dy drejtéza t€ ndryshme paralele pércaktojné rrafsh té vetém. Vérteto!

Zgjidhja. Le té jené a||b dhe a # b. Sipas A, te drejtéza a ekziston pika A4 dhe prej a||b
vijon se A ¢ b. Prej teoremés 2, pérfundojmé se ekziston rrafsh i vetém qé kalon népér
drejtézén b dhe pikén 4. ¢

Te vizatimi 28, b) jané€ drejtézat a dhe b jané€ t€ ndryshme dhe paralele.

Pérkufizimi. Dy drejtéza q€ nuk shtrihen né rrafshin e njéjté quhen drejtéza aplanare.

Drejtézat a dhe b te vizatimi 28 c) jané aplanare.

q_"____,,_..
%‘Q\/A
b/ >
A
z z anb= E/
aCcy,
anb={A} allb bNX={B}
a) 0) B)

Vizatimi 28
Detyra
1. Sa rrafshe pércaktojné tri drejtéza té cilat kalojn€ népér pikén e njéjté?
2. Sa rrafshe pércaktojné dy pika dhe nj€ drejtéz e cila kalon népér ato pika?

3. Drejtézat a dhe b priten n€ nj€ piké dhe shtrihen né€ rrafshin . Drejtéza c 1 pret t€ dy
drejtézat. Vallé edhe drejtéza c patjetér t€ shtrihet te rrafshi £?

4. A &shté e sakté ky gjykim:

Cfarédo dy drejtéza g€ jané paralele te rrafshi i dhéné, jané paralele ndérmjet veti?

5. A mund drejtézat aplanare a dhe b t€ pércaktojné nj€ rrafsh?

DETYRA PER PERSERITJE

1. Eshté dhéné gjashtékéndéshi i rregullt ABCDF dhe 4B = a. AC = b shpehi vektorét

BC.DE.EF the BE me ndihmén e vektoréve a the b .

2. Thjeshtoje shprehjen KM +DF +AC+FK+CD+CA4+MP .
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3. Thjeshtoje shprehjen AC-BC+PM-AP+BM .

4. Cakto vektorin x prej barazimit FF — [M — EL+x=MK .

5*%. Le té jeté ABCDE pesékéndésh, ku K,L,M dhe N jané meset e
brinjéve BC, CD, DE dhe EA, kurse P dhe Q jané meset e KM dhe LN,
pérkatésisht (vizatimi 29). Vérteto se segmentet PO dhe AB jané g
paralele dhe cakto raportin dhe cakto gjatésité e tyre.

6. Vérteto se meset e segmenteve t€ bazave dhe prerja e diagonaleve té R
trapezit shtrihen né drejtézén e njéjte.
7. Le jeté E mesi 1 brinjés AB t€ paralelogramit ABCD dhe le té jeté M
&shté piképrerje e AC dhe DE. Vérteto se A B
AM :MC=1:2 dhe DM:ME=2:1. Vizatimi 29
8. Nése 4,B dhe C jané tri pika té ndryshme, atéheré a mund

a) AB=AC; AB=AC?

9.  Vérteto se ekzistojné t&€ paktén tri drejtéza té cilat nuk kalojné n€pér pikén e njéjté.
10. Vérteto se pesé pika t€ ndryshme pércaktojné njé, pesé, gjashté, tet€ ose dhjeté drejtéza.
11. Let€jené 4,B,C dhe D katér pika té ndryshme né hapésiré€ P, prej t€ cilave tre nuk jané
kolineare. Sa rrafshe pércaktojné pikat e dhéna?
12. Cilat prej kétyre gjykimeve jané t€ sakta?
a) rrafshi &shté pércaktuar me tri pika,

b) rrafshi &éshté njévlerésisht i pércaktuar me dy drejtéza t€ ndryshme,

c) rrafshi €shté njévlerésisht 1 pércaktuar me drejtéz dhe piké.
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8. SYPRINA DHE VELLIMI I TRUPAVE GJEOMETRIK

Para se té fillojmé me studimin e trupave gjeometrik dhe ményrat pér njehsimin e
syprinés dhe véllimit te ato, t€ vérejmé shkurtimisht te koncepti trupi gjeometrik ose vetém

trup.

Trupi gjeometrik patjetér té jeté i kufizuar prej t€ gjitha anéve. Kjo do té thoté se ai
nuk mund t€ zgjatet deri né pakufi né asnjé kahje dhe themi se €shté 1 kufizuar. Kufijté té
cilét e ndajné pjesén prej hapésirés g€ e zen trupi prej pjesés tjetér, jashté tij quhet sipérfagja
e trupit. Prandaj, trupi gjeometrik €sht€ union prej pjesés s€ brendshme té hapésirés dhe

kufirit.
8.1. Koncepti pér prizmin

Pérkufizimi. Prizmi &shté trup tehor
gjeometrik 1 kufizuar me dy shumékéndésha té
puthitshém dhe paralel dhe aq paralelogram sa kané
brinjé shumékéndéshat.

Té dy shumékéndéshat e puthitshém qé shtrihen né pad

rrafshet paralele, quhen baza, kurse paralelogramet
quhen mure anésore ose mure pérreth té prizmit dhe
pér ato themi se e formojné mbéshtjellésin e tij.
Brinjét e shumékéndéshave té puthitshém quhen
tehet e bazés, kurse brinjét e paralelogramit quhen
tehe anésore ose tehe pérreth. Pikat e pérbashkéta té
teheve t€ prizmit quhen kulme t€ prizmit (vizatimi
1).

Sipas numrit t€ brinjéve t€ bazés, prizmi
mund t€ jeté: prizém trefagésor (trekéndor),
katérfagésor, peséfaqésor etj. Largésia ndérmjet
bazave quhet lartésia e prizmit dhe shénohet me
(vizatimi 2).

Shembulli 1. Te vizatimi 3 €shté paraqitur &
prizmi shtatéfagésor. Poashtu, £ dhe X, jané

paralele te té cilat shtrihen bazat, ABCDEFG
dhe 4;B,;C;D,E;F;G,. Lartésia e prizmit
ésht¢ DD, ku D, €%, D,eX dhe

DD, L%,

Faget anésore jané 4BB, 4, BCC,B,,CDD,C,
EDD,E,, FEE,F,,GFE,G, dhe GAA,G tehet
anésore AA4,,BB,,CC,,DD,,EE,FF, dhe GG,
kurse tehet e bazés

AB,BC,CD,DE,EF,FG,GA, 2

AB,,BC, CD,DE, EF,FG,GA.#

OCHopy

OCHOBSH gy, ! B npocropua
Ba 1

pab aWjaroHana
Vizatimi 1

Vizatimi 2

Vizatimi 3
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Nése tehet anésore té prizmit jan€ normale né€ bazén, at€heré prizmi quhet prizmi i drejté,
kurse né rastin e kundért ai quhet prizmi i pjerrét.

Prizmi i drejt€ me bazé shumékéndésh té rregullt quhet prizmi i rregullt.

Drejtéza e cila kalon népér gendrat (qendra e vijés rrethore té
brendashkruar dhe gendra e vijés rrethore té€ jashté€shkruar) te bazat e
prizmi t€ rregullt quhet boshti i prizmit (vizatimi 4).

Prizmi me bazg paralelogram quhet paralelopiped.

¢ Paralelopipedi ka faqet e kundérta reciprokisht paralele dhe té .
puthitshme.

¢ Diagonalet e paralelopipedit priten né njé piké dhe pérgjysmohen
te ajo.

Nése paralelopipedi €shté drejtkéndésh, atéheré fitohet prizmi i
drejté i cili quhet paralelopiped drejtkéndor ose kuadér. Nése kuadri ka
tehet e barabarta, at€heré€ ai quhet kub (vizatimi 5).

Te ¢do prizém vlen:

o t¢ gjith€ tehet anésore jané paralele dhe té
barabarta ndérmjet veti, si segmente prej P
drejtézave paralele té prera me dy rrafshe |
paralele
e cfarédo dy tehe t€ bazés t€ cilét shtrihen né t&
nj&jté€n faqe anésore jané paralele dhe t&
barabarté. Vizatimi 5
Detyra. D,
1. Sa €shté numri mé i vogél 1 fageve t€ njé prizmi? Sa 2
kulme dhe tehe ka ai prizém? B 6
2. A ekziston prizém te 1 cili numri 1 teheve €shté: :

a) 3, b) 15, c) 13.

3. Te vizatimi 6 €sht€ dhéné prizmi peséfagésor. L] 4

a) shkruaj té gjitha diagonalet 4 hapésinore D,
hapésinore t€ térhequra prej kulmeve C; dhe E - .

Vizatimi 4

--------

KBajaap KOIIKa

b) shkruaj diagonalet e fageve anésore B
ABB A, CC,D,D dhe AAEE .
4. A ekziston prizmi te i cili numri i teheve €shté 1 A B
barabarté me shumén e numrit té fageve dhe kulmeve? Vizatimi 6
5. Shkruaj tre rrafshe té cilat priten né drejtéz AB, té
caktuar me kulmet e prizmit prej vizatimit

8.2. Prerjet e prizmit me rrafsh

Pérkufizimi. Bashkésia e té gjitha pikave té€ pérbashkéta té trupit gjeometrik dhe rrafshit
quhet prerje rrafshore e trupit.

Né stereometri me interes té vecanté jané ato prerje rrafshore té cilat paraqesin
shumékéndésh. Mé s€ shpeshti hasen kéto prerje:
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e paralele, e cila fitohet kur rrafshi éshté paralel me bazat e prizmit, kurse
shumékéndéshi 1 fituar €shté 1 puthitshém me bazat,

e normale, e cila fitohet kur rrafshi ésht€ normal né tehet anésore té prizmit, kurse
shumékéndéshi i fituar ka numeér t€ njéjté t& brinjéve me bazat,

e diagonale, e cila fitohet kur rrafshi kalon népér dy tehe anésore jofqinje, kurse
shumékéndéshi 1 fituar €shté paralelogram,

e Dboshtore, e cila fitohet kur rrafshi e pérmban boshtin e prizmit, kurse shumékéndéshi 1
fituar éshté paralelogram,

e e pjerrté, nése éshté normal, nuk €shté paralel dhe rrafshi i pret t€ gjitha tehet anésore
té prizmit, kurse shumékéndéshi i fituar ka numér t€ njéjté t& brinjéve me bazat.

Shembulli 1.

a) Prerja normale te prizmi katérfagésor éshté
treguar te vizatimi 7.

b) te vizatimi 8 €shté treguar prerja paralele te
prizmi peséfaqésor.

¢) Prerja diagonal te prizmi peséfagésor &shté
treguar te vizatimi 9.

¢) te vizatimi 10 &shté paraqitur prerja boshtore te A B
prizmi katérfaqésor i rregullt. Kjo prerje boshtore nuk HOPMAJIEH ITPECEK
€shté diagonale. ¢ A,B,G,D,
vizatimi 7

D Me
1O~
: | /¢
il
K B
napaseseH mpecex JTHjaroHAJIEH TIPeceK ocka Q0
A,B,GD,E, ACC1 A4 oc :
o KUH npecek KLMN
Vizatimi 8 Vizatimi 9 Vizatimi 10

Detyra 1. Eshté dhéné kubi ABCDA;B;C;D; me brinjén a = 6cm. Njehso
syprinén e:

a) prerjes paralele MNPQ ¢ kalon népér pikat M,N P
dhe Q, té€ cilét jan€ meset e teheve
AA,, BB,,CC, dhe D pérkatésisht,

b) prerja diagonale ACC, A4,

¢) ¢farédo prerje e cila kalon népér diagonalen
e bazés dhe diagonalja e dy fageve anésore fqinje.

Vizatimi 11

124



MonynapHa equHuna 8

Zgjidhja. a) Prerja paralele éshté shumékéndésh 1 puthitshém me bazén, pra né€ kété
rast te kubi me brinjé a = 6cm dhe syprina e tij jané

P =a’=36cm’ (vizatimi 11) D, c,
b) Prerja diagonal te kubi éshté drejtkéndésh me brinjé te 4, ;
tehu anésor a = 6¢cm dhe diagonalja e bazés, pra syprina e tij

d =a\/§=6x/§cm, éshté !
P=a-d=a-0J2=a2=36\2 e’ (vizatimi 12) PR CIIer ¢

¢) Prerja ¢farédo €shté trekéndésh barabrinjés me brinjé A B

té barabarté me diagonalet e fageve anésore dhe bazés, d.m.th., Vizatimi 12
d=a2=62 cm, pra syprina e tij éshté

b d2\/§:(6\/§)2\/§
4

4

=183 cm’ (vizatimi 13) . 4y

Detyra. Di
1. Njehso syprinén e prerjes diagonale t€ kuadrit me tehete | ..~
bazave Scm dhe 12cm larté€sia ¢ = 10cm. A B

2. Njehso tehet e bazave t€ kuadrit te 1 cili syprina e bazés €shté Vizatimi 13

éshté 48cm?, syprina e prerjes diagonale €shté 150cm? dhe
lartésia €shté 15cm.

3. Lartésia e njé€ paralelopipedi t€ drejté €shté 30cm, kurse baza ésht€ romb me brinjé 13cm
dhe diagonal té bazés té cilat qéndrojné si 5:12. Njehso syprinén e prerjeve diagonale.

4. Njehso syprinén e prerjes prej ABC,;D, figurés 12, detyra 1 b). ;ABCD
5. Njehso syprinén e prerjes prej BDD; figurés 13, detyra 1 ¢). {BDD

8.3. Syprina dhe véllimi i prizmit

Syprina e prizmit

Pérkufizimi. Syprina e njé prizmi éshté shuma prej syprinave té dy bazave dhe syprinave té
shumékéndéshave té cilét e pérbéjné mbéshtjellésin e prizmit.

Nése syprinén e prizmit e shénojmé me S, syprinén e bazés me B dhe syprinén e
mbéshtjellésit me M, at€heré P = 2B+M

Poashtu, nése prizmi &shté 1 drejté, faget e tij jané drejtkéndésha. Cdo drejtkéndésh ka njé
brinjé e cila éshté edhe tehu i bazés, kurse brinja tjetér lartésia e prizmit H. Prandaj, syprina e
mbéshtjellésit Eshté prodhim prej perimetrit t€ bazés dhe lartésis€é, d.m.th., M = P . H.

Nése, pra, prizmi &shté i pjerrét, atéheré faqet e tij jané paralelograme, pra syprina e
mbéshtjellésit €sht€ shuma prej syprinave té atyre paralelogrameve. Syprina e c¢do
paralelogrami €shté prodhim prej brinjés sé€ tij dhe lartésia pérkatése e 1€shuar kah ajo brinjé.
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Detyra 1. Njehso syprinén e kuadrit me brinjé a,b c
dhe c. N
Zgjidhja. Baza €shté drejtkéndésh me brinjé a dhe ‘ _______ ¢ b
b, pra B = ab. Faget anésore jané drejtkéndésha dhe até dy “a b c
prej tyre me brinj€ a dhe c, kurse té tjerat me brinjé b dhe
¢, pra M = 2ac+2bc (vizatimi 14). Prandaj, a |P

P=2B+M =2ab+2ac+2bc=2(ab+bc+ca).* Vigatimi 14

Kubi dhe kuadri me tehe té barabarta, pra B = o’
dhe M = 44 d.m.th., S = 2a?+4a? = 6a’.
Detyra 2. Njehso syprinén e prizmit
trefaqésor t€ rregullt me tehun e bazés a dhe a a
lartésiné H :
Zgjidhja. Bazat e prizmit jané dy g
trekéndésha barabrinjés (vizatimi 15) syprina e té aa H
cilit éshté n -
B= ﬁ a’. a
4 a
Mbéshtjellési pérbéhet prej tre drejtkéndéshave me
brinjé a dhe H, Prandaj, syprina e mbéshtjellésit
&sht€ M = 3aH, kurse syprina e gjithé prizmit do té
a*\3

Vizatimi 15

é jeté: P= +3aH . ¢

Detyra 3. Njehso syprinén e prizmit katérfagé€sor me bazén romb diagonalet e té cilit
jané d; = 8cm dhe d, = 6¢cm dhe lartésia H = 10cm.

Zgjidhja. Syprinén e bazave do ta njehsojmé me formulén pér syprinén e rombit:

B:dl'dz :ﬁzﬁzzélcnf .. e e e g . . 1 e qee
5 5 . Mbéshtjellési 1 prizmit pérbéhet prej katér drejtkéndéshave

brinjét e té cilit jané lartésia e prizmit H dhe tehu 1 bazés, pérkatésisht brinjé e rombit a. Pér ta
njehsuar brinjén e rombit do ta zbatojmé teoremén e Pitagorés (vizatimi 16).

2 2 2 2 .
& {ij {ﬁj {ﬁj {9] ~16+9=25, : \ e
2 2 2 2 A
prej ku a = 5cm. Syprina e mbéshtjellésit éshté: R Y A
M =4aH =4.5.10=200cm’ pra syprina e prizmit :
éshté:
P=2B+M=2.24+200=248 e’ o Vizatimi 16
Detyra 4. Njehso syprinén e prizmit gjashtéfaqésor té rregullt tehet e té

cilit jané té gjitha t& barabarta dhe kané gjatési 8§ cm.
Zgjidhja. Sipas figurés 17 bazat e prizmit jané

gjashtékéndésha té rregullt, syprina e té cilit €shté shuma e 6
trekéndéshave barabrinjés, pérkatésisht

B B

B:6-Ta2 :3'7612, B:96\/§CH’12.

Mbéshtjellési 1 prizmit pérbéhet prej 6 katroréve, sipas té cilit
syprina e mbéshtjellésit t& prizmit

M =68 =384cm’, pra syprina e prizmit éshté: Vizatimi 17
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P=2B+M =2-96 3+384=192(2+3cm’). o

Véllimi i prizmit
Koncepti véllim i trupit gjeometrik tanimé e keni mésuar. Eshté e njohur se ¢do trup i ngurté
zen pjesé€ prej hapésirés te e cila gjendet, si pér shembull, guri, ndértesa, dardha etj. Léngjet
(Iéngu, uji, era, nafta etj.) gjithashtu zejné pjesé€ prej hapésirés, kurse forma e tyre varet prej
enés né té cilén éshté venduar. S€ pari do té€ pérkujtohemi né disa karakteristika té
réndésishme té véllimit. Ai €sht€ numér pozitiv, vizatimi t€ puthitshme h hapésinore (trupa)
kané véllime té barabarta, nése njé trup mund t€ ndahet né pjesé t€ cilét nuk priten, at€heré
véllimi i tij éshté shumé prej véllimeve té tyre dhe kubi me brinjé 1m e ka véllimin 1m3.
Njésia themelore e masés pér véllimin éshté 1m3, kurse masat tjera jané: dm?,cm?*,mm?3 km?...

Gjaté punés me konceptin véllim té trupit, rol mé t€ réndésishém luan Principi i
Kavalierit: Nése dy trupa mund t€ vendosen ashtu q¢€ prerjet e tyre me ¢farédo rrafsh paralel
me rrafshin e dhéné€ kané syprina té barabarta, atéher€ ato dy trupa kané€ véllime t€ barabarta.

Véllimi 1 prizmit njehsohet me formulén V' = B . H, ku B &shté syprina e bazés, kurse
H lartésia e prizmit.

Detyra 5. Njehso véllimin e kuadrit me brinjé a, b dhe c.

Zgjidhja. Baza e kuadrit e ka syprinén B =ab, pra V=B H =abc .+

Kubi dhe kuadri me tehe té barabarté, pra V = at’ = a

Detyra 6. Njehso véllimin e prizmit trefaqésor té€ rregullt me tehun e bazés a = 6¢cm dhe
lart€sia H = 9cm.

wi B =93 cm’. Cnopen Toa, BOJIYMEHOT Ha CTOJIOOT €

2
Herosara miomrrna € B = 4 f
V=93.9=8LBcm’. ¢
Detyra 7. Njehso véllimin e prizmit gjashtéfaqésor té€ rregullt me tehun e bazés a = 6cm dhe

lartésiné H = 12cm.
2 2
6.2 ‘/3:3.‘1 V3

Zgjidhja. Pasi B=6-— . 3 _saZom’, pra V =54 /3.12 = 6843 cm’

(vizatimi 17). ¢
Detyra 8. Sa shtylla té betonit mund t€ mbushen me beton 130m3, nése lartésia e nj€ shtylle
&shté 1,6m por baza €shté katror me brinjé 20cm?

Zgjidhja. Véllimi i njé shtylle ésht¢ P=2B+M =2-24+200=248 om” . Numri i kérkuar i
shtyllave éshté 130:0.064 ~ 2031. ¢

Detyra 9. Syprina anésore e paketimit té barit éshté zbérthye né rrafsh dhe €shté fituar kuadér
me syprin€ 81cm3. Paketimi e ka formén e prizmit trefagésore té rregullt. Njehso véllimin e

kutisé.
Zgjidhja. Pér shkak 3aH = 81 dhe 3a = H fitojmé dhe H = 9cm dhe a = 3cm. Véllimi shté.

aZ\/§H81;/§C .

m. ¢
4
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Detyra
1. Baza e prizmit té drejté &shté trapez barakrahas me baza 14 cm 4 cm dhe lartési 13

cm Lartésia e prizmit €shté 15 cm. Njehso véllimin e prizmit.

2. Baza e prizmit t€ drejté €shté romb me diagonale 3 cm dhe 4 cm dhe diagonalja e
fages anésore 6,5 cm. Njehso syprinén dhe véllimin e prizmit.

3. Neése prej pjes€s sé€ brendshme té kubit jané larguar kubi mé i vogél fitohet kubi i
zbrazét. Sa €shté véllimi 1 kubit t€ zbrazur, nése tehu i kubit t€ brendshém €shté nj€ e treta prej
tehut t& kubit t€ jashtém?

4. Tehet e bazés s¢ kuadrit qéndrojné si 4:3, kurse lartésia e tij €sht€¢ 15 cm. Njehso
véllimin e kuadrit, nése perimetri i bazés €shté 21 cm.

5. Baza e njé paralelopipedi €shté paralelogram njé diagonale e t€ cilit €shté 17 cm,
kurse brinjét jané 9 cm dhe 10 cm dhe syprina e paralelopipedit €shté 334 cm2. Njehso
véllimin e paralelopipedit.

8.4. Piramida. Prerjet e piramidés me rrafsh

Pérkufizimi. Piramida &sht€ trup tehor e kufizuar me nj€ shumékéndésh dhe aq trekéndésha
sa ka brinjé shumékéndéshi.

Shumékéndéshi 4,4,...4,, quhet baza e

¢ piramidés. Trekéndéshat 4.4V . 4,4V, 4,4V bouen
s A AV t€ cilét aq sa ka brinjé shumékéndéshi, I
quhet fage anésore e piramidés dhe sé bashku e
formojné mbéshtjellésin e piramidés. Kulmi 1
pérbashkét 1 t€ gjithé fageve anésore t€ piramidés 4 g
quhet majé.

Brinjét e shumékéndEshit

A4, A, A, AA,,.... A4

A

quhen tehet e bazés, kurse brinjét e trekéndéshit OCHOBy OCgOBeH
quhen tehe anésore ose tehe pérreth (vizatimi 18). pa
Vizatimi 18

Varésisht prej teheve t€ bazave
(cfaré shumékéndéshi é&shté baza e
piramidés), ngjashém sikurse te prizmi,
piramida mund t€ jeté: trefaqésore,
katérfagésore, peséfaqésore,... (vizatimi
19). Piramida trefagésore quhet edhe
tetraedér.

Vizatimi 19
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Nése tehet anésore t€ piramidés jané té V.
barabarta, ajo quhet piramidé e drejté (vizatimi ' i V
20, a)), kurse né rastin e kundért, ajo &éshté e
piramida e pjerrét (vizatimi 20, b)).

Piramida e drejté me bazé shumékéndésh D) C D o
i rregullt quhet piramida e rregullt. Tetraedri te i "(
cili t& gjitha tehet ndérmjet veti jané té barabarta LN 5
quhet tetraedér i rregullt. T¢ gjitha faqet e 4 2) B 5) E

tetraedrit t€ rregullt jan€ ndérmjet veti trekéndésha

barabarinjés t&€ puthitshém. Largésia prej majés deri

te baza e piramidés quhet lartésia e piramidés H. Lartésia e faqes anésore e 1€shuar prej majés
s€ piramidés quhet lart€sia an€sore h (vizatimi 20, a)). Drejtéza e cila kalon népér majén e
piramidé s€ rregullt dhe népér gendrén e bazés s€ saj quhet boshti i piramidés.

Te piramida e rregullt t& gjitha lartésité anésore jané té barabarta. Atéheré lartésia
anésore quhet apotemé (vizatimi 20, a)). Rénza e lartésis¢ s€ piramidés €shté n€ gendrén e
vijés rrethore t€ jashtéshkruar te baza, e cila puthitet me gendrén e vijés rrethore té
brendashkruar te baza.

Shembulli 1. Te vizatimi 21 éshté
paraqitur piramida shtatéfagésore me bazén
ABCDEFG e cila shtrihet né rrafshin X, maja S,
lartésia (formula) (ku Te ), fage anésore
ABC, BCS, CDS, DES, EFS, GFS dhe AGS , si
edhe lartésia anésore A e faqes ABS.
Poashtu, tehet anésore jané A4S, BS, CS, DS, Vizatimi 21
ES, FS dhe GS por tehet e bazés jané

AB, BC, CD,DE, EF, FG dhe GA. ¢

ME tutje do t’i shqyrtojmé vetém piramidat e drejta, d.m.th., me piramidé do té
nénkuptojmé piramidé t€ drejté.

Shembulli 2. Te vizatimi 22 &shté paraqitur piramida
peséfag€sore me tehun e bazés a, tehun anésor b, apotema h dh
lartésia H. Nése €shté e njohur se apotema h = 24cm, kurse tehu
anésor b = 26cm, atéheré me ndihmén e teoremés sé Pitagorés mund
té caktohet gjatésia e tehut. Prej késaj q€ té gjitha faget anésore t& I
piramidés jané trekéndésha barakrahas, vijon se apotema e
pérgjysmon tehun e bazés, d.m.th.,

%: b — 1 =267 —24% =10cm ,pra a = 20cm . ¢

Vizatimi 22

Prerja e piramidés me rrafsh (vizatimi 23) quhet:
e diagonale nése rrafshi kalon népér dy tehe ané€sore qé nuk shtrihen né€ fagen anésore té
njéjte. Kjo prerje éshté trekéndésh.
e paralele, nése rrafshi i pret té gjitha tehet anésore, nuk kalon népér majén, dhe &shté
paralele me rrafshin e bazés. Ai €sht€ shumékéndésh 1 ngjashém me bazén.
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e anésore (ose i pjerrét). Nése rrafshi i pret té gjitha tehet anésore, nuk kalon népér
majén, dhe nuk €shté paralel me rrafshin e bazés. Ai €shté shumékéndésh me numér t&
nj€jté té brinjéve me bazén.

o)
B (&)
A B
JIMjaroHaJIeH Mpecek napaselieH npecex KOC TIPECeK
ECS Ay B Gy Dy Ey A B, C, Dy E,

Vizatimi 23

Gjaté prerjes paralele t€ piramid€s me rrafshin vlen kjo teoremé:

Teorema 1. Nése nj€ piramidé€ e presim me rrafsh paralel me bazén, at€heré:
-shumékéndéshi g€ €shté prerje &shté 1 ngjashém me shumékéndéshin e bazes,
-tehet anésore dhe lartésia jan€ ndaré né raport té njé&jte,

-syprinat e bazés dhe prerjes qéndrojné sikurse katrorét e largésive té tyre deri te
maja.

Me t& vérteté, prej paralelizmit t€ segmenteve pérkatése (vizatimi 24) vijon se
shumékéndéshat kané kénde pérgjegjése té barabarta si kénde me krah pérkatésisht paralel.
Prej ngjashmérisé€ sé trekéndéshave 4 4,5 n BB,S ,...,AAS dhe BB, vijon se

A44,:BB,=4,4,:B,B;=..=4,,4,:B, B, =44 :BB .

n—1"n

Prandaj, shumékéndéshat A A,...A,, dhe B,B,...B, jané té ngjashém.
Dihet se syprinat e trekéndéshave té€ ngjashém qéndrojné sikurse

katrorét e brinjéve pérkatése, pra lehté fitohet vértetimi 1 gjykimit
t€ teoremes. ¢

Detyra 1. Njehso syprinén e prerjes paralele té piramidés,
nése syprina e bazés éshté 80cm?, kurse rrafshi i prerjes kalon
népér mesin e lartésisé.

Zgjidhja. Nése lartésia e piramidés &shté H, kurse lartésia
. . . . Vizatimi 24
prej prerjes deri te majaH,, atéheré H, - 1. Prej teoremés vijon At
H 2
B, H} 1 1
B_H 1. . B, :ZB:Z-SO:2OCm2. ¢

se
B H* 4

Detyra
1. Cakto gjatésiné e apotemés te piramida katérfaqésore e rregullt, me tehun e bazés
a = 6cm dhe tehun anésor s = /0cm.
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2. Cakto syprinén e bazés sé piramidés, nése prerja paralele e ka syprinén B =25cm
kurse rrafshi 1 prerjes €shté né largési % prej lartésis€ s€ matur prej majés s€ piramideés.

3. Cakto lartésiné e piramidés sé rregullt katérfagésore, me tehun e bazés 14 cm dhe
tehun anésor 20 cm.

4. Njehso lartésiné e piramidé€s sé€ rregullt gjashtéfaqésore, nése njé prerje diagonale e
tij e ka syprinén 60cm? dhe kalon népér gendrén e bazés, kurse tehu anésor e ka gjatésiné 13
cm.

5. Njehso syprinén e prerjes sé€ fituar prej tetraedrit t€ rregullt me tehun e bazés 5 dm, e
preré me rrafsh q€ kalon népér lartésiné e bazés dhe majés.

8.5. Syprina dhe véllimi i piramidés

Pérkufizimi. Syprina e piramidés éshté e barabarté me shumén e syprinave té bazés dhe té
gjithé trekéndéshave té cilét e pérb&jné mbéshtjellésin e piramidés.

Nése me S e shénojmé syprinén e piramidés, kurse me B syprinén e
bazés s€ saj, kurse me M syprinén anésore, atéheré¢ S = B + M.

Detyra 1. Njehso syprinén e piramidés katérfagésore té rregullt.

Zgjidhja. Baza e piramidés éshté katror syprina e té cilit éshté B=a’

Mbéshtjellési nérbéhet prej katér trekéndéshave barakrahas dhe syprina

e tij éshté & =4—- | Prandaj, syprina e piramidés éshté

P=a’+ 4%\ Vizatimi 25). ¢

Detyra 2. Njehso syprinén e: %
a) piramidés trefaqésore t€ rregullt

Vizatimi 25

b) piramidés gjashtéfagésore té rregullt
Zgjidhja.
a) Baza e piramidés s€ rregullt trefagésore

€shté trekéndésh barabrinjés syprina e té

2
a

té cilit éshté B=

. syprina e 2) 6)

mbéshtjellésit Eshté M = 4% , domethéné

2
N3 L3 Vizatimi 26

syprina e piramidés €shté¢ P = 2 5

(vizatimi 26 a).

302\/§

2

b) Baza e piramidés gjashtéfaqésore e rregullt syprina e té cilit Esht€ B =

syprina e mbéshtjell€sit €sht€ shuma prej syprinave t€ gjashté
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ah

trekéndéshave barakrahas: Az = 6= 0se M=3a . Prandaj, syprina e piramidés gjashtéfaqésore
2
éshté: p— 3a2\/§ +3ah . ¢

o t& shqyrtojmé njé kub me brinjén a (vizatimi 27) ¢ a jané térhequr diagonalet -
hapésinore t€ cilat priten né qendrén O t€ kubit.
Gjysma prej tyre jané tehe anésore t€ gjashté
piramidave katérfagésore me majé O baza e t€ cilave
jané faget e kubit. Pasi piramidat jané té njéjta, v€llimi
i tyre €shté njé e gjashté prej véllimit té kubit:

V= %aS . Lartésia e atyre 6 piramidave éshté gjysma

prej brinjés sé€ kubit, pérkatésisht H = la . Prandaj,

2 P
véllimi 1 ¢donjérés €shté piramida mund té shkruhet T
edhe né tjetér ményré: -

1 1 . . .
V=——a-a’, V=la2-H AN V=1B~H, Kaje Vizatimi 27
32 3 3
=
H
Véllimi i ¢do piramide njehsohet me formulén V= = ku B éshté

syprina e bazés, kurse H €shté lartésia e piramidés.

Shembulli 1. Piramida trefagésore e rregullt, me tehun e bazés 6 cm dhe lartésia
6’3
_B-H_ 4
3

12

12 cm e ka véllimin v —364/3cm’. ¢

Detyra

1. Njehso véllimin e piramidés baza e té cilés éshté trapez barakrahas me bazat 8§ cm
krahun 5 cm, kurse lartésia 20 cm.

2. Te piramida katérfagésore e rregullt vlen M = 20dm2 dhe B = 16dm2. Cakto
gjatésiné e apotemés h.

3. Véllimi 1 piramid€s gjashtéfagésore e rregullt €sht€ 6cm3. Nése tehu i1 bazés éshté
Icm, gjej lartésing€ e tehut an€sor t€ piramidés.

4. Piramida trefaqésore me lartési 12 cm ka pér bazé trekéndésh barakrahas me bazé 5
cm e t€ cilit €shté dhe krahu 6,5 cm. Njehso véllimin e piramidés.

5. Njehso véllimin e piramidés e cila ka bazé t&€ njéjté me prizmin gjashtéfaqésor té
rregullt, kurse maja e ka né gendrén e baz€s tjetér t€ prizmit, tehu 1 bazés té té cilés éshté

a = 5cm dhe larté€sia H=9 cm.

6. T€ njehsohet véllimi i piramidés, baza e té cilés €éshté drejtkéndésh me brinjé 8
cm dhe 6cm, nése ¢do teh anésor €shté 13cm.
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8.6. Syprina dhe véllimi i piramidés sé cunguar

Pérkufizimi. Pjesa e piramidés e kufizuar me bazén e saj dhe njé prerje paralele quhet
piramida e cunguar.

Poashtu, te piramida e cunguar, faget paralele quhen baza, kurse brinjét tjera quhen
faget anésore (anét).

Brinjét e bazave jané tehet e bazés, kurse tehet e tjera té cilat nuk jané t&€ bazés quhen
anésore. Faget an€sore e formojné sipérfagen anésore ose mbéshtjellésin t€ piramid€s s€
cunguar.

Piramida e cunguar quhet e rregullt nése €shté fituar si prerje paralele e piramidé€s sé
rregullt. Te piramida e rregullt e cunguar faget anésore jané trapeze barakrahas té puthitshém.

Shembulli 1. Te vizatimi 28 €shté paraqitur piramida

peséfaqésore e cunguar me bazat ABCDE A;B;C;D,E,
tehet e bazés AB, BC,CD,DE,EA,A,;B; B,C; C,D, dhe

E A, tehe anésore 44, BB;,CC;, DD, EE ; dhe faget
anésore 4BB,4,,BCC\B,,CC,D,D,DD,E,E,EFE,. 4 4.+

Pérkufizimi. Syprina e piramidés s€ cunguar &shté e A
barabarté¢ me shumén e syprinave t€ dy bazave dhe syprinés

o moTceHeHa nupaMmuia
ancsore.

ABCDEA, B, C, D, E,

Vizatimi 28

Nése me S e shénojmé syprinén e piramidé€s s€é cunguar,
B &shté syprina e bazés mé t€ madhe, kurse B, syprina e prerjes, atéheré

P=B+B;+M, ku M é&shté syprina anésore.

Pér syprinén anésore té piramidés sé rregullt té€ cunguar vlen:

Teorema. Syprina anésore e piramid€s s¢ rregullt t€ cunguar
€shté e barabart€ me prodhimin e gjysméshumés s¢ perimetrit t€ dy
bazave dhe lart€sia an€sore (apotema).

Nése shqyrtojmé njé piramidé té rregullt n-fagésore t&€ cunguar

me tehe a dhe a; dhe apotemén h. At€heré syprina e njé faqe anésore -':5’1 a
(prej syprinés sé trapezit barakrahas) éshté TN ) Pasi faqet H: ______ h
anésore t€ piramidé€s sé rregullt t€ cunguar jané€ trapeza té€ puthitshém, \ H a
syprina M e mbéshtjellésit: [ 4 %—u.
M:na+alh:na-;na1h:L-;L1h' aVizatimi302

Shembulli 2. Syprina e piramidés katérfagésore e rregullt e
cunguar me tehet e bazés a = 18 cm dhe al = 8 cm dhe lartési H = 12 cm é&shté
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a+a, a—-q

2
P=a’+a’+4- -h=1024 cm®, 6uzejku h=\/H2+( ] =13 cm (uprex 30). ¢
Formula pér véllimin e piramidés s€ cunguar nxirret duke pasur parasysh se véllimi i

piramidés sé cunguar paraget ndryshimin e véllimit té dy piramidave, e plota dhe e prera.

Teorema. Nése larté€sia e piramidés sé€ cunguar €shté H, kurse syprinat e bazave jan€ B dhe

B, atéheré véllimi 1 saj éshté: V= %(B +./BB, + B, )

Me té vérteté, €shté dhéné ¢farédo piramidé té cunguar ABC...FA B,
C,. F;(vizatimi 31). Nése i vazhdojmé tehet anésore deri te

te piképrerja e tyre S, fitohen dy piramida SABC...F dhe S4,B,C,...F;
dhe bazat e t€ cilave jan€ baza e poshtme dhe e sipérme e

piramidés sé cunguar me syprina B dhe B;. Lartésité e piramidave té
fituara jan€ SO dhe SO; me gjatési
S_O1 = x,S_O2 =H+x.

Atéheréy/ =§13(H+x)—§13x, V:§3H+§(B—Bl)x

Vizatimi 31

Prej kétu madhésia e panjohur x do té caktohet duke shfrytézuar
teoremén pér prerje paralele te piramida, pérkatésisht

B (H+x)2D \/EZ H+x x—H\/El(\/§+\/E)

B, X’ \/El x B-B,

JB (B 5)

B-B,

1 1 H
V=-BH+-(B-B)
3 3

:%BH+§H(\/B—BI+BI):%(B+ BB, +B,)

V=%(B+ BB, +B,).

e H
Véllimi 1 piramidés trefagésore té rregullt t€ cunguar: V= lf (a2 +aa, +a’ )
Véllimi 1 piramidés katérfaqésore té rregullt t€ cunguar: V= %(az2 +aa, + alz) .

Detyra 1. Gjej syprinén e piramidés s€ rregullt t& cunguar nése jané€ dhéné
apotema h = 6¢cm, tehet e bazave a = 4cm dhe al = 2cm dhe piramida e rregullt e cunguar
éshté:

a) trefag€sore, b) katérfagésore.
Zgjidhja. Pér piramidén e rregullt t€ cunguar kérkojmé:

a) P=B+BI+M=a2-§+a12-?+3(azalj-h:(54+5\/§) cm’

a+a,

b)P=B+Bl+M=a2+a12+4( j-h=92cm2.0

Detyra 2. Gjej lartésin€ e piramidé€s katérfagésore té rregullt té cunguar, nése éshté dhéné
véllimi B = 304cm? dhe tehet e bazave a = 6cm dhe a; = 4cm.
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Zgjidhja. B = V=§-(B+Bl +[B-B,), wm 304=§-(62 +4* 6 -42).

912
Domethéné 912 = (36 +16+24) dmth,H=—==12em

Detyra

1. Té njehsohet véllimi i piramidés trefagésore e rregullt t€ cunguar, me tehet e bazés
6cm dhe 4cm dhe lartésia e piramidés H = [2cm.

2. Lartésia e piramidé€s sé cunguar €shté 15m, kurse véllimi 475m? Syprinat géndrojné
sikurse 4:9. Njehso syprinat e bazave.

3. Njehso syprinén dhe véllimin e piramidé€s katérfagésore té rregullt t€ cunguar me tehet
e bazave a = 12, a; = 6 dhe tehu anésor s = 5.

4. T¢€ njehsohet véllimi 1 piramidés katérfagésore t& rregullt té cunguar, nése syprinat e
bazave jané 162 m? dhe 72 m?, kurse syprina e prerjes diagonale éshté150m?.

5. Te piramida katérfqésore e rregullt e cubuar, lartésia éshté 60 cm, apotema 65 cm
por tehet e bazave qéndrojné sikurse 7:2. Gjej tehet e bazave t€ piramidés.

8.7. Cilindri. Prerjet e cilindrit me rrafsh

Le t& jené k (O.r) dhe k(O r) dy rrathé t& cilét shtrihen né rrafshe paralele X dhe
dhe X1, pérkatésisht. At€heré bashkésia e té gjitha segmenteve XY, kuX e k(0,r), ¥ ck,(0,,r)

dhe XY || OO, quhet cilindér.

Segmenti OO, quhet boshti i cilindrit. Rrathét k dhe k1 quhen bazat e cilindrit. Ato
jané rrathé t€ puthitshém, kurse rrezja e tyre quhet rreze e cilindrit. Bashkésia prej té€ gjithé
segmenteve XY ku XY || OO, shtrihet te vija rrethore k dhe Y shtrihet te vija rrethore ki quhet
sipérfaqja anésore e cilindrit. Cdonjéri prej segmenteve XY (t€ gjithé jané me gjatési té jané

me gjatési té€ barabart€) quhet gjeneratrisé. Largésia ndérmjet rrafsheve X dhe X1 quhet
lartésia e cilindrit H.

TCHCPATPHCA
paauyc A\
. !

W I Y
kY

k : ocka
5 K S : npas
b)) uaditimap \ LI.H_‘IBH.ILﬂp

BHCHHA
Lprex 32
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Nése OO1_L X, atéheré cilindri quhet i drejté, kurse né té AN
kundértén i pjerrét. Ry
Te vizatimi 32 &shté paraqitur cilindri me gjeneratrisén 7
me gjatési s, lartésia H, rrezja r dhe boshti OO;.
Te cilindri i drejté s=H =00, . e |
Nése diametri 1 bazés €shté 1 barabarté me lartésiné e cilindrit té ~_
drejté, at€heré cilindri quhet barabrinjés. Domethéngé, te cilindri barabrinjés H=2r
vlen H=2r =d. Vizatimi 33

Te vizatimi 33 €shté paraqitur cilindér barabrinjés me lartési H dhe
rreze t€ bazés r.

Cilindri i drejté me lartési H dhe rreze r fitohet edhe me rrotullimin e TN
drejtkéndéshit me brinjé » dhe H rreth brinjés me gjatési H (vizatimi 34). e

Nése rrafshi 2, 1 ndryshém prej rrafshit t€ bazave, dhe paralel me rrafshet H
e bazave, e pret cilindrin, atéheré fitohet prerje paralele e cilindrit me
rrafshin (vizatimi 35 a). Prerja €shté rreth me rreze t€ barabarté me rrezen e :
cilindrit. S~ S

Vizatimi 34

o bl
- .,

S,
0

napajaciicH IpecCK KOC IIpeceK
a) 0)
prex 35

Nése rrafshi i pret t€ gjitha gjeneratrisat e cilindrit dhe nuk €shté paralel me bazat,
prerja quhet e pjerrét (vizatimi 35 b).

Prerja e rrafshit me cilindrin quhet pérségjati (vizatimi 36 a). Nése rrafshi i prerjes éshté
paralel me boshtin e cilindrit. Poashtu
prerja &shté paralelogram, kurse te cilindri
1 drejté kjo prerje éshté drejtkéndésh.

Nése rrafshi e pérmban boshtin e
cilindrit, atéheré prerja quhet boshtore
(vizatimi 36 b). Kjo prerje &shté
paralelogram me brinjé gjeneratrisa dhe
diametri 1 cilindrit. Te cilindri 1 drejté
prerja boshtore &shté drejtkéndésh, kurse
te cilindri barabrinjés éshté katror

HaJIOJTKEH MpeceK

OCKHH MPECCK
a) 0)
Llprex 36
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Detyra 1. Prerja boshtore e cilindrit €shté katror me syprin€ 25 cm2. Cakto rrezen dhe
lart€siné e cilindrit.

Zgjidhja. Prej késaj qé prerja €shté katror kemi se H = d, ku d €shté diametri i
bazés sé cilindrit. Domethéné, prej @ = 25 fitohet se d = 5 cm d.m.th.,

H=5cm u r:%:2,5 cm. ¢

1. Me rrotullimin e ¢do figure te vizatimi P
37 fitohet cilindér, Me shfrytézimin e figurés 37 p
pérgjigju né kéto pyetje:

a) sa €shté lartésia e ¢do cilindri? a 2a a|

b) sa éshté rrezja e vijés rrethore? -

2. Prerja paralele e njé cilindri e ka 2a 2a

Detyra \D \_D \D
p

syprinén 25cm?. Sa éshté i larté cilindri nése
lartcis1a éshté tri heré mé e madhe se diametri 1 Vizatimi 37
bazés?

3. Lartésia e nj€ cilindri €sht€ 6 cm, kurse rrezja e bazés 5 cm. Cakto syprinén e prerjes
pérségjati e cila Eshté né€ largési prej 4 cm prej boshtit té cilindrit.
4. Njehson syprinén e prerjes boshtore t€ cilindrit barabrinjés me rreze t€ bazés 7cm.

.. r
5. Eshté dhéné cilindri me lartési 10 cm dhe rreze 3 Prerja pérségjati, e cila €shté né

largési prej boshtit, e ka syprinén 200cm?. Gjej rrezen e cilindrit.

8.8. Syprina dhe véllimi i cilindrit

Sipérfaqja e ¢do cilindri pérbéhet prej dy B
rrathéve dhe njé sipérfaqge anésore.

Nése njé€ cilindér t€ drejté “e hapim” sipas njérés i

gjeneratris€ t€ tij dhe sipas vijave rrethore t€ dy bazave M

té rrafshit si te vizatimi 38 fitohet rrjeti i cilindrit.
Domethéné rrjeti 1 cilindrit pérb&het prej njé
drejtkéndéshi dhe dy rrathéve té puthitshém. B

Vizatimi 38

Nése syprinén e bazés e shénojmé me B, kurse
syprinén e mbéshtjellésit me M, at€heré syprina e cilindrit (vizatimi 38) &shté:

P=2B+M
Pasi B €shté syprina e rrethit me rreze R, at€heré 7 = R> kurse syprina e mbéshtjellésit €shté

syprina e drejtkéndéshit me nié brinj€ gjatésia e viiés rrethore 2Rz kurse tjetra lartésia e
cilindrit H, d.m.th., M =2R7H . Prandaj: P =2R*7r +2RxH ose

P =2Rz( R +H ).

Kjo formul€ shfrytézohet vetém pér njehsimin e syprinés sé cilindrit t€ drejté. Mé tej me
konceptin cilindér do té€ nénkuptojmé cilindér t&€ drejte.
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Detyra 1. Njehso syprinén e cilindrit me lart€si 8cm dhe me perimetrin e bazés
20mem.

Zgjidhja. Pér ta njehsuar syprinén e cilindrit €shté e nevojshme ta
caktojmé rrezen prej perimetrit t& dhéné, d.m.th., L =2RT =207 prej ku R =
10cm.

Domethéné P =207 (10+8)=3607cm’. ¢

Detyra 2. Magaziné pér drithé e ka formén e cilindrit barabrinjés
me rreze t€ bazés 75 m. Njehso syprinén e magazinés.
Zgjidhje. Prej asaj q¢ H = 2R (vizatimi 39) pér syprinén fitohet Vizatimi 39
P —=6R*7 pra P=33750mm2. ¢

Cilindri te vizatimi 40 éshté ndaré né pjesé té

barabarta, prej té cilave éshté formuar trup né formé té |l
kuadrit. Sa pjesé, né té cilin &shté ndaré cilindri jané té ) . T
vegjél, trupi i formuar prej atyre pjeséve éshté mé afér deri S H

L \

te kuadri. Véllimi i kuadrit éshté "= B-H , ku B éshté I
Véllimi V1 cilindrit éshté 1 barabarté me prodhimin e syprinés sé bazés

syprina e bazés, kurse H &shté lartésia e cilindrit. Baza e
kuadrit éshté drejtkéndésh me brinjé rrezja e bazés dhe
péraférsisht gjysma prej perimetrit té vijés rrethore
dhe lartésisé sé€ tij H d.m.th., V=Rr7r-H

Detyra 3. Njé ené né formé t€ cilindrit €shté 90% e mbushur me vaj. Rrezja e bazés
dhe lartésia enés jané t€ barabarta me 12 cm. Sa €shté véllimi i vajit n€ ené?

ZREZRJT . it
2

Domethéné B = RzR = R*7. Véllimi i kuadrit éshté B=R7H
Mund té pérfundojmé se véllimi 1 cilindrit Eshté
gjithashtu B.H, pérkatésisht, B=R'7H

Vizatimi 40

Zgjidhje. Véllimi i enés éshté ) = R*7. R =127 =1728 7 cmas , pra véllimi i vajit éshté
7776
17287-0,9=——7cm’. ¢
)
Detyra 4. Njé gyp né formé t€ cilindrit, e ka gjaté€sin€ 7,5 m dhe diametrin e bazés
prej 60 cm. Njehso véllimin e gypit. 60cm

Zgjidhje. Prej d = 2R kemi se R = 30cm, pra V =30'7.750 = 6750007 cm’ . #

Detyra

1. I\%ehso syprinén e cilindrit barabrinjés, nése syprina anésore e tij éshté 20 cm?.

2. Syprina anésore e cilindrit rrethor t€ drejté €shté 192ncm?, kurse diametri i bazés
&shté 20cm. Té€ njehsohet véllimi i cilindrit.

3. Té€ njehsohet syprina ¢ cilindrit rrethor té drejté me véllim 112ncm? dhe lartésia
Tem.

4. Njé ené ¢ gelqit (me kapak) e ka formén e cilindrit dhe véllimin prej 375mcm?.
Lartésia e tij éshté tri heré mé e madhe se rrezja e bazés. T€ njehsohet syprina e enés.
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5. Syprina e njé€ cilindri éshté 80cm?. Ndryshimi i lartésisé me rrezen e atij cilindri
€shté 2 cm. Njehso véllimin e cilindrit. 280cmn2cm

8.9. Koni. Prerjet e konit me rrafsh

Le té jeté k(O,r) rreth i cili shtrihet n€ rrafshin Z, kurse S &shté€ pika jashté atij rrafshi.
Kon quhet bashkésia e té gjitha segmenteve XS, ku X éshté pika prej rrethit £(O,r).

Segmenti OS quhet boshti i konit.

Nése OS 1 2, atéheré koni quhet i drejté. N€ t€ kundértén ai quhet kon (vizatimi 41).

Segmentet XS, ku X shtrihet te vija rrethore k quhen direktrisa (gjeneratrisa) té
konit. Ato e formojné sipérfagen anésore ose mbéshtjellési i konit.

Te koni i drejté t€ gjitha direktrisat jané t€ barabarta. Rrethi £(O,r) quhet baza e konit,
kurse 7 quhet rrezja e konit.

Largésia prej S deri te rrafshi £ quhet lartésia e konit.
Koni 1 drejté quhet barabrinjés nése direktrisa &shté e barabarté me diametrin e
bazés, d.m.th., s = 2r.

HW3BOJHULIA
A BHCHHA
A o S
F'I 7 \ /]Jaﬂuyc“ma
Y, q o \._\ \x.-\-"""‘-\-\.
3 b ""x\_ B S . IH
[ ! ~ A T \
Aesgaasass T LR i A& ey -;-"’S‘-»

7
MpaB KOHYC " KOC KOHYC

=

e 3
y 6
a) OCHOBA 0)
Lprex 41

Prerja e konit me rrafshin X, e ndryshme prej rrafshit t€ bazés, quhen:

e paralele, nése X &shté rrafsh paralel me rrafshin e bazés, nuk kalon népér S, i pret té
gjitha direktrisat. Prerja e fituar €shté€ rreth (vizatimi 42 a).

e ipjerrét, nése X nuk &shté paralel me rrafshin e bazés, nuk kalon népér S dhe i pret t&
gjitha direktrisat (vizatimi 42 b).

k :
MapajaciicH IIpCeCCK KOC IIPCCCK

a) 0)

Vizatimi 42
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e pérségjati, nése rrafshi g€ e pret konin
éshté paralel me boshtin e konit. Prerja e fituar
éshté trekéndésh, kurse te koni 1 drejté &shté
trekéndésh barakrahas (vizatimi 43 a).

e boshtor, nése rrafshi qé e pret konin e
pérmban boshtin e konit. Prerja te koni 1 drejté
éshté trekénd€sh barakrahas (vizatimi 43 b).

Detyra 1.Njehso syprinén e prerjes boshtore
té konit barabrinjés me rreze t€ bazés r.

Zgjidhja. Pasi s = 2r dhe d = 2r, vijon se HAJI0IDKEH TIpeceK OCKHH TIPECeK
prerja boshtore €shté trekénd€sh barabrinjés me 2) )\
brinjé 2r. Syprina e atij trekéndéshi éshté

Vizatimi 47

1

P :M — »24/3 (vizatimi 44) . ¢
4

N prex 44

Mé tej do t€ punojmé vetém me kon t€ drejté, d.m.th., me kon do t& nénkuptojmé vetém kon
té drejté.

Gjaté prerjes paralele t€ konit me rrafshe vlen kjo teoremé:

Teorema 1. Nése njé kon e presim me rrafsh paralel me bazén, atéheré:
-direktrisa (gjeneratrisa) dhe lartésia jané ndaré né raport t€ njéjte,
-syprinat e bazé€s dhe prerja géndrojné si katrorét e largésive té tyre deri te maja.

Me t€ vérteté, rrafshi X1, le ta pret lartésiné OS né pikén
Oy, kurse direktrisa SM né M, (vizatimi 45).

Pasi 21|22 vijon se O;M,||O,M, d.m.th.,

ASOM ~ ASOM, .

Prej ngjashmeérisé sé kétyre trekéndéshave kemi:

SM SO Nése B éshté syprina e bazés, kurse B; syprina e
SM, SO,

prerjes, r dhe r; jané rrezet e baz€s dhe prerjes, pérkatésisht

. . B -2 B .
atéheré =+ =147 dm.th., == =5, .
B rx B o Vizatimi 45

Prej ASOM ~ ASOM, vijon:
oM, SO, r SO, _r* SO B SO}
OM SO r SO r SO? B SO?

Detyra 2. Eshté dhéné koni me rreze r. Cakto syprinén e prerjes paralele qé
€shté né€ lart€si gjysma prej lartésis€ s€ konit.
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Zgjidhja. Nése r €shté rrezja e konit, r1 rrezja e prerjes paralele dhe H lartésia e konit,

atéheré H, = 5 €shté lartésia e prerjes paralele, pra prej teoremés 1 vijon se B _ H .
B H,
i B B
prej ku fitohet — =4 dm.th, 5, = === ¢

1

Detyra.
1. Njehso syprinén e prerjes boshtore te koni me rreze 6 cm dhe gjeneratrisé 10 cm.

2. Perimetri i prerjes boshtore t€ konit barabrinjés €shté 12 cm. Cakto rrezen dhe
lartésin€ e konit.

3. Cakto syprinén e prerjes boshtore té konit me rreze 10 cm, nése kéndi ndérmjet
direktris€s dhe rrafshit me bazén &shté 45°.

4. Lartésia e konit €shté 15 cm, kurse perimetri i prerjes boshtore €shté 90 cm. Cakto
rrezen e konit.

5. Eshté dhéné koni me rreze r = 3cm. Cakto syprinén e prerjes paralele qé éshté né
larg€si nj€ e treta prej lartésisé s€ konit, t€ matur prej majés.

8.10. Syprina dhe véllimi i konit

Nése njé kon e presim sipas njérés gjeneratris€é dhe
sipas vijés rrethore t€ bazé€s dhe e hapim si te vizatimi 46
fitohet rrjeta e konit. Prej figurés 46 mund té€ vérejmé se rrjeti i
konit me rreze r dhe gjeneratrisé s pérbéhet prej 2 pjeséve:
rrethit me rreze 7, i cili éshté baza e konit dhe mbéshtjellési i
konit ose sipérfaqgja anésore. Mbéshtjellési 1 konit éshté pjesé e
rrethit r, 1 cili quhet prerje rrethore s.

Vizatimi 46

Syprina e bazés s€ konit Eshté rreth (vizatimi 46), pra
kemi B =7"7  Mbéshtjellési i konit éshté prerje rrethore, syprina e té cilit &shté

M:2r7z~£:r7zs.
2

Syprina e konit éshté shuma prej syprinave t€ baz€s dhe mbéshtjellésit S = B+M d.m.th.,

P:r27r+r7zs:r7r(r+s).

Detyra 1. a) Njehso syprinén e konit me rreze r = Scm dhe gjeneratrisé s = 10 cm,

b) syprina e konit €shté 24 cm2. Rrezja e konit éshté r = 12cm. Cakto gjeneratrisén e konit,
¢) Njehso syprinén e konit me rreze r = 5 cm dhe lartési H= 12 cm.

Pewenne. a) P=57(5+10)=75zcm’ b) 247 =37(3+5) > s=5em

¢) Prej teoremés sé Pitagorés vijon se

s=~r+H? =J%122 =13cm , pra P =57(5+13) =907z cm®
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E dimé se koni me rreze » dhe H lartési fitohet kur ¢farédo trekéndésh me
kateté » dhe H rrotullohet rreth katetés H. Nése e shqyrtojmé trupin qé
fitohet prej dy pozitave t& aférta té trekéndéshit gjaté rrotullimit té tij, do
té vérejme se 1 pérngjané piramidés trefagésore me lartési H.

Baza e piramidés aq mé pak do t& dallohet prej trekéndéshit, nése
largésia ndérmjet A dhe B (vizatimi 47) €sht€ mé e vogél. VEllimi i njé
pjese t€ atillé péraférsisht €shté e barabarté me véllimin e piramidés
trefagésore ABOV. Syprinat e atyre bazave té tri pjeséve jané B}, B,,...,B

gy

Vizatimi 47

Domethéné véllimi 1 konit do té jet€ shuma prej véllimeve
té gjithé atyre pjeséve, d.m.th.,
V= lBIH+lBZH+lB3H+...+anH

3 3 3 3

1
4 =§H(B1 +B,+B,+..+B))
V= %_BH .

rrH

Nése te formula pér véllimin zévendésojm & B = rrr do té fitojmé y =

Shembulli 1. a) Véllimi i konit me rreze r = 9cm dhe larté€si H = 20cm éshté

2
V=9 i 2025407[ cm’ .
: . e 3 , 3-1257 -
b) Koni me lartési 5 cm dhe véllimi 1257 cm™ e ka rrezen »* = —. 75 . Domethéné,
T
r= «/% = 5\/5 cm. ¢
Detyra
1. Njehso syprinén e konit, nése:
a)r=6cm, H=8cm, b) s =29c¢cm, H =2lcm,

¢) d=14cm, H =2,4cm.
2. Njehso gjeneratrisén e konit, nése M = 255,3zcm” dhe d=7.4 cm
3. Njehso véllimin e konit barabrinjés nése rrezja éshté 9 cm.
4. Njehso véllimin e konit, nése direktrisa éshté 17cm, kurse perimetri i bazés
éshté 16m cm.
5. Véllimi i njé koni éshté 8640 cm?. Lartésia dhe gjeneratrisa géndrojné si 15:17.
Njehso syprinén e konit.
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8.11. Syprina dhe véllimi i konit té cunguar

Syprina e konit t€ cunguar €shté e barabarté me shumén e
syprinave t€ dy bazave dhe syprin€s anésore (mbéshtjellésit)
P=B +B +M dhe B,jané syprinat e bazave, kurse M syprina

anésore. Nése me R dhe r i shénojmé rrezet e bazave, syprinat e tyre do
té jené B = R’z dhe B, = 7 (vizatimi 48).

Pér syprinén anésore t€ konit té drejt t€ cunguar vlen kjo
teoreme:

Vizatimi 48

Teorema. Syprina anésore M e konit t€ cunguar me rreze t€ bazave R dhe r dhe
gjeneratrisé s &shté M =7s(R + 1)

Me t€ vérteté, koni 1 cunguar le té jeté fituar prej konit t& drejté me majé S
dhe bazé rreth k (O,r) dhe prerja paralele rreth k;(Ol,r1). Me sl e
shénojmé gjeneratrisén e konit t€ cunguar me majé S dhe bazé k,(O1,r1)

(vizatimi 49). Atéheré gjeneratrisa e gjithé konit &shté s+s1.

Syprinén anésore M té konit t€ cunguar e fitoyjmé si ndryshim prej
syprinave anésore té dy koneve, pérkatésisht:

M :R7z(s+sl)—r7zs1 =Rrs+7s, (R—r).

Gjeneratrisén s; do ta shprehim varésisht prej R, » dhe s pér t€ cilén dota B

shqyrtojmé prerjen boshtore té€ konit ABC.

Vizatimi 49

Prej A4OS ~ A4,0,S vijon:
R +
=200 = sR=rs+rs,=>s,(R-r)=rs=s, = i
r S, R—r

Me zévendésimin te M fitohet:
M =Rrs+rs(R—r)l] M= Rrxs+n(R—-r) Rrs 1 M= ns(R+r)

—r
Domethéné, syprina P e konit t€ cunguar do té jeté:

P=Rzm+r’r+rs(R+r) re. P:ﬂ(R *+rP+s(R+7) ) .

Véllimi 1 konit t€ cunguar njehsohet me ndihén e formulés

H
V=2"2(R+ Rr+ 1)),

Me té vérteté, koni i cunguar €shté fituar prej konit me majé C 5y

baza e t& cilit &shté rreth k(O,R) dhe prerja paralele éshté rreth

k(O,R) dhe prerja paralele €shté rreth k/(O1,r), H éshté lartésia e
konit t€ cunguar, H1 lartésia e konit t€ preré me majé C dhe bazé
k;(O1,r) (vizatimi 50). At€heré€ lartésia e gjithé konit ésht€¢ H+H;,
kurse véllimi 1 konit té cunguar €shté 1 barabarté me ndryshimin e
véllimit t€ gjithé konit dhe konit té preré pérkatésisht:

Vizatimi 50

2 2
:R ﬂ(z+H1)_r 7:z;H1 :%(RQH_'_(Rz_,})Hl).

Lartésia H1 e konit t€ cunguar mund té shprehet me R, r dhe H, nése e shqyrtojmé prerjen
boshtore CAB té konit.

y
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On cimynocTa Ha Tpuaronauuure AOC n 4,0,C cienysa:

R H+H H
L_4O+ L= HR=rH+rH = H((R-r)=rH = H, = .
. H, R-r

Co 3ameHa BO: V = %(RzH +(R? - rZ)Hl)ce no6uBa:

V:E(R2H+(R2 _r2)ij:£(R2H+(R_r)(R+r)rHj:E(R2H+(R+r)rH) T.C.
3 R 3 3

—r R—r
TH

V:—(R2 +Rr+r2). ¢

3anauya 1. Bucunara Ha mpaB npecedeH KoHyc € H =24cm, a Oy r
TeHepaTpucaTa § W pajuycute R W r Ha OCHOBUTE CE OJHECYBaaT KaKo D C
5:4:1. Ilpecmertaj ja muomTHHaTa Ha OOBUBKATa Ha KOHYCOT.

Pemenne. Onp ycmoBor s:R:r=5:4:1 cneayBa geka H \*
s=5k,R=4k w r=k, 3a Hexoj mo3uTUBEeH peaieH Opoj k. Ja ro _

03Ha4YMMe OCKHHHUOT Tipecek co ABCD (uptex 51). Ako on D crymtume A @B

HOpMaJila HAa AB ¥ TOJHOXJETO TO O3HauMMe co M , Torarn DM =H , R-#

AM =R—-r u OJ1 TPABOArOJIHUOT TpUaroaHuk AMD ce moOuBa: Vizatimi 51

H’=s"—(R- r)2 T.e. 24* =25k —9k*, on xazme k = 6. 3Haun

s =30cm,R =24cm u r=6cm, na M =307 (24+6)=900m cm’. ¢
3anaua 2. Oapenu ro BOJIYMEHOT Ha MTOTCEYEH KOHYC CO

pamuycu Ha oCHOBUTE R =13cm, r =8cm u re"eparpuca s =13cm.

2
Pemenne. On s° = H + (R - r) CO 3aMEHa Ha BPEIHOCTHTE

ce nobuBa H =12cm . Cnopen Toa

V:uT”(l?ﬁ +13-8+87)=1348n cm’ . ¢

Vizatimi 52

Detyra
1. Cakto syprinén anésore t€ konit t€ cunguar, me lartési 12 cm dhe rreze t&€ bazave 10
cm dhe 5 cm.

2. Cakto syprinén anésore t€ konit t€ cunguar nése gjeneratrisa e tij formon kénd
prej 300 me bazén, kurse syprina e konit t& cunguar &shté 200cm?2.

3. Sa litra uj€ nxé& kova né formé t€ konit t€ cunguar me diametra té€ bazave 12cm dhe
20cm dhe lartésia 24cm, nése dihet se 11 =1 dm3?

4. Trapezi barakrahas me baza 7 cm dhe 17 cm dhe sypriné prej 144 cm? rrotullohet
rreth boshtit t€ tij. Cakto véllimin e trupit té fituar.

5. Njehso rrezet e bazave t€ konit t& cunguar me lartési 24 dm, gjeneratris€ 25 dm dhe

syprina anésore 425 7 .
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8.12. Sfera dhe topi. Syprina dhe véllimi

Pérkufizimi. Bashkésia e pikave n€ hapésiré té cilat jané né€ largési t€ njéjté prej pikés sé
dhéné quhet sferé.

Pika e dhéné€ quhet qendra e sferés, largé€sia quhet rrezja e sferés.

Zakonisht sferén me gendér O dhe rreze R do ta shénojmé me
S (O,R) (vizatimi 53).

Nése rrafshi dhe sfera priten né mé
shumé se njé€ pike, at€heré prerja e tyre Vizatimi 53
&shté vijé rrethore (vizatimi 54).

Shembulli 1. Prerjet t€ cilat jané njé lloj t&€ larguara prej
gendrés sé sferés kané rreze té barabarta, pasi largésia prej
gendrés deri te ¢do prerje €shté e barabarté, vijon se edhe
Llprex 54 diametrat e prerjeve jané té barabarta.

Rrafshi X le ta pret sferén S (O,R). Né& mé shumé se nj€ piké
dhe X nuk kalon népér O. Pjesét prej sferés qé 1 prejné rrafshi quhen kalota.
Kalotés i takon edhe vija rrethore NS (O,R) (vizatimi 55).

Nése rrafshi kalon népér gendrén O pjesét e fituara quhen gjysmésfera.

Le t€ jet€ p normalja e £ q€ kalon népér O dhe le té jeté {4} = pNZ dhe

{B,C}=pn S(O,R). Largésiah= AB (d.m.th., h = AC ) quhet lartésia e kalotés. Rrezja r
e vijés rrethore XNS (O,R) quhet rreja e kalotés.

,,JIoroieMa’ Kaaora

,.JIoMaina‘ xkajora
coBUcHHA h = AC

coBucuna h = AR

Vizatimi 55
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Pjesa prej sferés qé e prejné dy
rrafshe paralele quhet brez (ose zoné)
(vizatimi 56).

Te ai b&jné pjesé edhe vija rrethore
té cilat jané prerje e rrafsheve dhe sferés.

Largésia ndérmjet rrafsheve quhet
lartésia e brezit.

Rrezet e prerjeve t&€ sferés me
rrafshet quhen rreze té brezit.

Vizatimi 56

Syprina e sferés me rreze R éshté e barabarté me P =4R*7.

Shembulli 1. Syprina e sferés me rreze R = 7dm &shté€ e barabarté me
P4.7°7 =1967 dm” ¢

Shembulli 2. Syprina e kalotés e preré prej sferés me rreze R dhe lartési té kalotés
&shté e barabarté me £
P=27Rh.¢

Shembulli 3. Syprina e kalotés me lartési h = 4cm e preré prej sferés me rreze R = 7cm
éshté e barabarté me p—27.4.7=56rcm’ - ¢

Syprina e brezit me lartési h e prer€ prej sferés me rreze R €shté e barabarté me
P=27Rh.

Ilpumep 4. Shembulli 4. Syprina e hrezit me lartési h = 4cm e preré prej sferés me
rreze 7em &shté e barabarté me P=27-4.7=3567cm’ . ¢

Pérkufizimi. Bashkésia e t€ gjitha pikave n€ hapésiré largésia e té cilés deri te pika e dhéné
O nuk &shté mé e madhe se numri real pozitiv i dhéné R quhet top me gendér né O dhe rreze
R.

Zakonisht topin me gendér né O dhe rreze R do ta shénojmé me T (O,R).

Nése rrafshi dhe topi priten né mé shumé se njé pike, at€heré prerja e tyre éshté
rreth (vizatimi 57). Prerjet té cilat jan€ t€ barabarté t€ larguar prej
gendrés sé€ topit kan€ rreze t€ barabarta.

Rrafshi X le ta pret topin T (O,R). Né mé shumé se nj€ piké

dhe X nuk kalon népér O. Pjesét prej topit q€ i pret rrafshi quhen
prerjet e topit (vizatimi 58).

Vizatimi 57

Prerjes s€ topit i takon rrethi XN T (O,R) dhe ai €shté i

kufizuar me kalotén pérkatése.
Nése rrafshi kalon népér gendrén O pjesét e fituara quhen gjysmétopa.
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Le té jeté p normalja e X qé kalon népér O dhe leté jeté {A} = pNZ dhe {B,C} =pN T
(O,R). Largésia , = 48 (d.m.th., 7= AC) quhet lartésia e prerjes sé topit. Rrezja r te vija
rrethore XNS (O,R) quhet rreze e prerjes sé€ topit.

Lartésia dhe rrezja e prerjes sé topit jané t€ a)barabarta me larté€sin€ dhe rrezen e
kalotés pérkatése.

Syprina e prerjes sé topit €shté e barabarté me shumén e syprinave t€ kalotés dhe
syprinén e rrethit me t€ cilin éshté kufizuar prerja, dm.th., P =2Rzh +r’x

(Ir
AT A ,Jforoiema’ kaora
- coBucuHa h = AC

coBucuHa h = AB

Liprex 58

Pjesén e topit q€ e prejné dy rrafshe paralele quhen shtresa e topit. Te ai b&jné pjesé
edhe rrathét t€ cilét jané prerje té rrafsheve dhe topit dhe €shté kufizuar me brezin pérkatés.
Largésia ndérmjet rrafsheve quhet lartésia e shtresés s€ topit dhe e shénojmé me H.

Rrezet e prerjeve t&€ topit me
rrafshet quhen rreze té shtresés sé topit.
Lartésia dhe rrezet e shtresé sé€ topit jané té
barabarta me lartésiné dhe rezet t€ brezit
pérkatés (vizatimi 59).

Syprina e prerjes s€ topit €shté e
barabart¢ me shumén e syprinave té
syprinés anésore té konit dhe syprinés dhe
syprinés s€ kalotés Vizatimi 59

P=r’w+r’n+2RxH

JlenoT ox TomKara OrpaHMYeH CO KaloTa co
BUCUHA s 1 OOYHATa MOBPIIMHA HA KOHYCOT
CO LIEHTAp BO IICHTAPOT Ha TOMKATa U OCHOBA
TPAaHUYHUOT KPYT HA COOJBETHHOT TONKUH
OTCEYOK CO paJuyC » C€ HapeKyBa TONMKHH
uce4ok (mprex 60)

,.JIOMaJ" UCEUOK ,[10r0J1eM** HCEUOK
Vizatimi 60
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SYPRINA DHE VELLIMI I TRUPAVE GJEOMETRIK

[TnomTHHATa HA TONKUHAOT UCEYOK € €HAKBa HA 30MPOT OJ1 INIOLITHHATA HAa OOYHAaTa
TMOBPIIMHA HAa KOHYCOT M IUIOIITHHATA Ha KajoTata | P = 2Rxh + zRr|

4
Boaymenor Ha Tonka co paguyc R € eIHaKoB Ha | J = §R37z .

Ipumep 5. BonymeHor Ha Tonka co paauyc R =8dm u3HecyBa V = ?8% = wdm3 ¢

3
3aiaua 1. Oxpenu ro 1ujaMeTapoT Ha TOMKATA YMj BOIYMeEH e 367 cm’.

4 .
Pemenne. O paBeHCTBOTO 367 = §R37r nobusame R’ =27, T.e. R =3, na aujaMeTapor e

2R=6cm. ¢

3anaua 2. Enna MeH3ypa co tujamerap 2cm € MCIIOJIHETa CO TEYHOCT o/ BUucuHa o 10cm . 3a
KOJIKYy K€ c€ 3rojieMU BUCHHAaTa Ha TEYHOCTA aKO BO MEH3ypaTa C€ CTaBM METAJHO TOIYE CO
nujametap lem.

Pemenue. BooyMeHOT Ha TeyHOCTa BO MeH3ypara € 107 cm’, a BOTyMEHOT Ha TOMYETO €

1
gﬂcm3. Cnopen Toa, BUCHMHATa Ha TEYHOCTA 3a€AHO CO TOIMYETO € (10+g cm, T.e.

1
3roJICMYBAalkCTO HA BUCHHATA € gCl’n .4

BoJiyMeHOT HA TONKHH 0TCEY0K CO BUCHHA /i MCEYEH O] TOIKA CO paiuyCc R € eJHaKOB Ha
_ Wr
3

14 (GR-h)|.

IIpumep 6. BonmymeHOT Ha TONKMHUOT OTCEYOK CO BUCHHA 4 =3dm MCeUYeH 0] TOIIKA CO

3

3 (3-8-3)=637dm’. ¢

pagnyc R =8dm wu3HecyBa J =

BOJ'IyMeHOT HA TONKHUH UCEeY0K CO BUCMHA HA KaJoTaTa s HMCEYEH OJ] TOMNKa CO paanyc R e

e€qHaKOB Ha | V = %thﬂ'.

ITpumep 7. BoaxyMeHOT Ha TOIKMHHUOT UCEYOK CO BUCHHA HA KajoTara s =3dm HCEeYeH 01
2
Tonka co pagMyc R =8dm usHecyBa V = 582 3r=1287dm’. ¢

BonymeHoT Ha TONKMH CJ10j CO BUCMHA /A, paJlyCH HAa TPAaHUYHHUTE KPYTOBH ¥, H 7,

hr
OTCEYEH OJ1 TOTIKA CO paauyc R, € eHAKOB Ha |V = ?(3112 +31) + hz) :

[Ipumep 8. BomyMeHOT Ha TOKMHUOT C€JI0j CO BUCHHA 4 =3dm OTCeueH OJ] TOIKa CO paanyc
R=8dm k0] MMa paguyCcH Ha TIpaHM4YHHTE KpyroBu 7 =2dm u r,=3dm wusHecysa

V:%(}Zz+3-33+32)=327rdm3.0
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MonynapHa equHuna 8

Detyra

1. Cakto rrezen e topit nése syprina e rrethit té madh éshté 324 cm?.

2. Topi me rreze 65 cm €shté preré me dy rrafshe t€ cilat gjenden nga ana e njéjté e
gendrés sé topit dhe jané né€ largési prej 16 cm dhe 25 cm prej gendrés. Cakto syprinén dhe
véllimin e shtresés.

3. Cakto syprinén e sferés dhe véllimin e topit i cili éshté preré me dy rrafshe paralele
té cilat jan€ né€ ané t€ ndryshme prej gendrés dhe jané né lagési prej 10 cm. Syprina e prerjeve
&shté 251 cm?2 dhe 16 cm?2.

4. Dy topa té metalit me rreze 4 cm dhe 7 cm jané shkriré né€ top té ri. Sa éshté rrezja e
tij?

5. Rrezet e rrethit i cili fitohet kur rrafshi do té pritet topi €shté dy heré mé 1 vogél e

topit. Cakto véllimin e topit nése prerja e ka syprinén Zi‘/; cm’

DETYRA PER PERSERITJE

1. Baza e prizmit té drejté €shté trekéndésh barakrahas me bazén 8 cm dhe krahun 5 cm.
Cakto syprinén anésore, nése lartésia e prizmit Eshté e barabarté me lartésiné e trekéndéshit qé
€shté bazg, e térhequr prej majés sé trekéndEshit barakrahas.
2.Baza e piramidés trefaqésore éshté trekéndésh kénddrejté me katetén e vogél 3 cm
.dhe kéndin e ngushté prej 30o0. Cakto véllimin e piramidés nése lartésia e saj €shté e
barabarté me hipotenuzén e bazés.
3. Syprina e njé cilindri €sht€ 1596w cm?2. Cakto lart€siné e cilindrit nése diametri 1 tij

éshté 12 cm.

. . . . . 3
4. Cakto syprinén e konit me sypriné té bazés 144 cm? dhe gjeneratrisa 2—

Jr

5. Cakto diametrin e topit, nése syprina e tij éshté 2891 cm?.
6. Te paralelopipedi brinjét e bazés jan€ 2 cm dhe 8 cm dhe ato formojné kénd pre;j

30°. Syprina anésore &shté 10 cm2. Cakto véllimin e paralelopipedit.

7. Bazat e piramidé€s s€ cunguar jan€ dy trekéndésha kénddrejté barakrahas me hipotenuza
7 cm dhe 5 cm, pérkatésisht. Cakto véllimin e piramidé€s s€ cunguar nése lartésia e saj shté 12

cm.
8. Lartésia e njé cilindri €sht€ e barabart€ me diametrin. Syprina anésore &shté

104cm?2. Cakto syprinén e baz€s sé cilindrit.
9. Syprina e prerjes boshtore t€ konit éshté 43 cm?. Cakto véllimin e konit nése lartésia e
tij €shté 2w cm.

3
10. Syprina e prerjes s€ sferés me rrafsh éshté 15 cm?2. Rrafshi gjendet né \/g cm

largési gendrés s€ sferés. Cakto syprinén e sferés.

11. Baza e prizmit té drejté éshté romb, kurse prerjet diagonale kané sypriné 3 cm? dhe
4 cm?. Cakto syprinén anésore té prizmit.
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12. Syprinat e bazave té piramidés katérfagésore e rregullt té cunguar jané 1cm? dhe 4
cm?. Cakto véllimin e gjithé piramidés nése piramida e cunguar e ka véllimin 21cm?.

13. Syprina anésore e cilindrit éshté 80 cm?. Prerja boshtore éshté katror. Cakto syprinén

e cilindrit.
22

14. Syprina anésore e konit me gjeneratrisén $ = méshté nj€ e katérta e syprinés sé

rrethit me rreze @ an - Cakto syprinén e bazés sé konit.
T

15. Rrezet e rrethit qé€ fitohen kur rrafshi do ta pret topin éshté dy heré mé e voggél prej
(=

m
16. Pér pérpunimin e njé gardhi jané t€ nevojshme 120 gypa metalik prej 1,8m. Baza e

topit. Cakto véllimin e topit nése prerja ka syprinén 54271

cdo gypi éshté trekéndésh barabrinjés me brinjé Scm.

a) Njehso véllimin e njé gypi n€ m3,
b) Sa denaré€ gjithsej kushtojné gypat, nése 1 m3 kushton 2000 denaré?
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PERGJIGJE DHE UDHEZIME

1.1.
2.b).3.c)u¢).4.a)xe ,b)xe[-50),0)xe ,

¢) xe(—0,-3] U[2,»).5.2) 2, b) ! ,c)—l2,¢) 16 —2x
1.2.

1.a) N3", b){”/é_b3 c)\7 2x )y’ .2.2) 2, b)W c) 4 x%y* .3.a)\1/é2_6,1\2/3_41/11\2/473,
12a4b2 lza_ 12 4 ZF \/73 E/T W \/T 13
b) N ! (2ab)" . 4.a) 3a*,3/2a’b u N5b’ , b) J3a’b*, N9a’b® u Na’b . 5. a) 5

2a+1
b)ﬁ,c)s()j‘ém.

1.3.
1.2a) 160, 6) 1061,1;)2L10 2. a)Na'"b’c¢t |, 6) 6a, ) V2ab )4— 3.2) 240,
1Y
6) ——  B) - 2xy ,1) (x-1) ,3a x>0.4.a) 43253 | 6) 38i.5.a)x+1on.e.
ix z* \/;-(x2+1) y
xe[-1,0),0) xe(—0,0]U[l,»).
1.4.

1.2) 5v2, 6) %2@ B) =207, r)327a3\5/6a3b2 .2.2) 3 ?,
y

b) V108ab* | ¢) \/a(az—l),c) ‘4/’66“2 .

3. 2) —«/xy 372 ,b)X\/bec o Y4~ Va' —ab J_ 4.2) U B).

-b

1.5.

1.a) 6a*,6) a¥ab'c® , B) (—2)14/(a -b),1) 8§27 2. a) 6a*,6) a¥ab''c® ,8) —23a-b,
r) Yab*c® .3.a) 2 ,0) 3Wa-4+a* -1.4.2a) % 6)0.5) Va.

1.6.

l.a yf il y+y\/_ S */_ 1) 5(3+242),
e)(a+zb)(¢2-m).

1.7.
1a)%,6)%,3) (x+1)3,r)ﬁ,ﬂ)3(a+b)2.Z.a) a*,6) a',B)a >, 0)x ",

1 2 2 o1 1

" ~ 1 22 1
m(a-b)4+.3.a) x°, ©6) x—y,B) 85.4. a) x3—y3,0) x* —x3 —x6,

4 2

)x-2w+y, ¢) a*+3a’ +3a’ +1.
) 1 b) 8a¥a 8a¥a /b
28 N b’
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1.8.
1.a) xe[-2,3)U(3,),0) xe(-2,), B) xeB,ooj, r) xe[0,1)u(l,®).3.-115.

4. 14 . 5. bunejkn nedunnmonara oonact e [0,1)U(1,00) , HajMaTHOT NPUPOIEH OPO]j KOj
npumnara Bo Hea € 2.

DETYRA PER PERSERITJE
1.2)16,b)2,¢) 0,3, ¢)332+3¥4-35 .2.00m ¢).3.2)xe ,b)xe(-»3],0)xe \{2},

¢)xe(—0,6] U[2,0) .4.2)6,b) 5, c)—217 1) —2x.5.2) §3°,  b) ¥,
B) 20( 3x)30 0 6 a) 5/5,6) 3%’ B) (6x12)5y6 )

8716 916 2 4492
7.0) {5 N7 92 6) ﬁ/“’i ,I#“IZ Hl(/z Ly
5 4 5

8.2a) V94° ,8a°b’ n \6/5a5 6) 3a’b*, \/9a3b6 u Q/Sasb .

2
9. a) —4x,6)i, ) — ,r)a6b4 7, 1) 60a*, 1) ¥32x"y% e ) )
170° 7 bc f (x +3)

10. a) xe[—g,wj, 6) x € (~o0,~1]U[0,0). 11.2) 3410, 6) %QE,
X, 3a | a 5 4x’a’
B) 5 8x, 1) 55— . 12.2) /425,6) \J(a+3)(a+1), B) ¢ 5
y
13. a) %%/180&1)%, 0) %\4/18x3a2y.14. a) 9+ 2414, 6) a2(1—2\/2+a),
a X

/ 474
B) Vo™ =4 1) 84" -Ua* , 1) 3aa—b, 1) bb 15.a )— 0) a>-¥a" . 16.2) 712,
_ 3
5) 3=2v30 gm,g)\/ﬁ.n. a) 3"2[’

,0) —5-3,8) 5. 18.2) x€[0,3)U(3,),

2
-a

o) xe(O,%] 19.2)12+5+/3, 6) 1

Njésia modulare 2

2.1.
1. Shkallé 0 30 {45 |60 |90 | 180|270 | 360
radian 0 T |n | |no T 3_71 2n
6 4 3 2 2
12 12 5
2. ==, —,t ==, ctgB=
a) sinf= cosP= edb] s ctgB = 12

b) sinf} ~ 0,87, cosP = 0,49, tgP~1,73, ctgf = 0,58.

3. a) sin0L—i cos0L—E tOL—i ct, oc—i
° 59 2 g 35 g 4'

b) sin o = 0,78, cosa = 0,66, tga. ~ 1,24, ctga ~ 0,8. 4.10.5. 12
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2.2.
1.2) 0,54, 6) 0,98, B) 0,84, ) 0,54. 2. 2) 60°, 6) 70°. 3.2) 3, 6) %

4.a)2sina, b) 0, ¢) 2sin® a. 5. a) LLb) Le) 1.

2.3.

J6 2+-3

L)L 6Ll 2a s 013236 -—

4. a) sin35° <sin67°, 6) cos40° <cos23°, B) 1g36° <1g58°, 1) ctg73° <ctg39°.
5. a) sin45°17'20" < sin45°39'34", 6) cos40°55' < cos40°12'12",
B) 1g56°23'55" > 1g56°12'56", 1) ctg39°55'77" < ctg39°33'6".

, B) 1.

2.4.

12 5 12 . V15 15
1.a) cosao=—, tgo.=—, ctgo.=—, 0) sina.=——, tga=+/15, ctgo.=——,
) 13 & 12 & 5 ) 4 & & 15

B) sinazﬂ, cosazﬂ, ctgoczé, r) sina = 0,92, cosa~0,39, tga~2,44,
41 41 4
.2 2 2
. - - 55
2.a) sin’a, 0) —cos’a, B) 1. 5. 2) ! §1n oc, 0) c1g ocz 1, B thHtf o g 22
sina 1+ctg”a l+ig°a 54

2.5.
1. B=53,8°, a=40,Icm, b=54,9cm. 2. [3:74,20, a=11,7cm, b=3,3cm.
. ou=24,6°, b=5,14cm, ¢c=5,65cm. 4. B=8°, a=1750,4cm, ¢=1767,6cm.
. a=45°57'5", B=42°2'55", b=224,48cm.
. a=61°55"39", B=28°4'21", ¢=59,5cm. 7. 45°14'23". 2. 36°52'12".

SN U W

DETYRA PER PERSERITJE

1. a) 34°24'36", 6) 18°16'12", B) 23°40'12". 2. a) 36,43°, 6) 45,19°, B) 73,87°.

3.2) 0,44rad, 6) 1,497ad. 4. a) 105°, 6) 72°45'56". 5.2) 0, 6) 2, B) , a#0.

cosa
6.2) 65°, G) 47°10', B) 30°, ) 40°.

9

7. a) cosoc—i ta—i ct OL—g 0) sinoz—i tOL—i ctga, =
° 5’ g 3’ g 4’ 5’ g 3’ g

&lw

3 5 25 25
E, E, ﬁ’ cosa:ﬁ, tga=7.
8.2) 7, 6) —1. 9.2) B=53°58", a~40, b~55, 0) o =25°40", b~936,43, c~1038,94,
B) a=4°50", a=~0,05 c=~0,622, r) a=45°57'5", B=44°2'55", b~222,48,

11. b=ax2c-cosa, h=csina.

. 5 .
B) sino = cosa = ctgoczg, r) sino =

Njésia modulare 3

3.1.
1.2) Re(z)=4, Im(z)=2, 6) Re(z)=-3, Im(z)=4, ) Re(z)=—4, Im(z) = %

153
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) Re(z) =1+~/2, Im(z)=1. 2. a) z=3+%i, 0) z=—i+(2—\/§)i.
3.a) x=5, y=-8, 6) x=5, y=8.
4.2) 7=T7-5i, 6)E=—i+6i, B)Ezéi, r) z =5.

3.2
4.2) Re(2) =9, Im(z) 2, 0) Re(z)——S Im(z) =-5

5- 2+l Zz—_l 2l Zl+22—1 , Zl+22_1 _]_Z=3+3Z,HZ]_22=3+3Z
3.3.

1.a) z,z, =54+ 48i, 6) 2,2, =110+11i. 2. 1L 35,3022 5201

z 26 26 z;, 3 Zy 2

4.2) Re(z)=-2, Im(z)=—1, 6) Re(z)=-1, Im(z)=1, B) Re(z) =2, Im(z)=-3/5.

3.4.

2.2) |z| =245, 6) || =2, B) |2|=+/5, 1) |z]|=2v5, 1) |z =1, 1) |o]=2
3. |z|:\/§, E|=\/§, —z|= 5, vlerat e fituara jané té barabarta.

PPN SR SV s I CPU o B CF
5 5 5 5
DETYRA PER PERSERITJE

1. a) Re(z)=-1, Im(z)=-1, 0) Re(z)= —%, Im(z) =0, B) Re(z) = \/g, Im(z) = J2.

2.2) Z=T7+5i, 0) E:%i, B) Z=1++/3i.

7 5 1 13
3.a +z,=12+2i, z,—2z,=2—-4i, 06 +z,=——2i, =
) z1+ 2, i, z1— 2, i, 0) z;+2z, 1 6l 71—z 1 6l
4. a) —2:13—%1', 6) —z:%—(\/i—w.
5.a) Re(z)=5, Im(z)=4, 6) Re(z)=6, Im(z)=>5.
6.2) z,z, =62-61i, 1 — = 82 291 0) ziz, =24 +48i, I/I—=—l—li,
Zy "85 85 Z 6 3
7. a) Re(z)—l Im(z)——Z 0) Re(z)——l Im(z)—l
' 5 5’ 2’ 2’
B)Re(z)—f 53 Im(z)=— \E+55x/§.
V37 V97— 6442
11.2)=— b) |z|=T.

Njésia modulare 4

4.1.
1. a) Jo, b) Po, ¢) Jo. 2. a) Po, 6) x =1 Nuk éshté n¢ fushén e pérkufizimit t€ barazimit ,

¢)Po.3.a2) x> —3x+2=0,b) 4x216=0, ¢)x* —3x -6 =0, x = 4.
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4.2) x* +§x—1=0, 0) x? —lx—2=o, B) x° 20
27 2 2 3

5. a) Po, b) Jo, ¢) Po.

4.2.
1.a)x=0,b) y=0, ¢) 3a k= 0 zgjidhje éshté€ x =0, pér k£ = 0 zgjidhje n€ ¢do numér real x. 2. a)

x1=0ux,=7,00x=0ux,=-2,B) =01 x,=6,1) xy=0u x, =-10,

1
a) x;=0mn xzz—g, ) x;=0mu x, =9.

3.a) x;=-3ux,=3,0)x=—2 n x2=\/§, B) xlz—\/g u xzz\/g,
3 3

4 4
r) x;,=-5u x,=5, 1 =—— U Y, =—, ) zy=—— U 2, =—.
) X 2 ) N 5 2 5 ) 2 4 27y
[
6.2a) a,b#0, ako b >0 pemeHuja ce x, , :i—bi, ako b <0 pemenujace x;, =+ b ,
’ a ’ a
. b
0) a,b+#0, pemennjace x; =0 u x, =——.
a
4.3.
-3-+/2 -3++/2
r) X =3-5u X, =-3++/5, ) X :37\/79 u X, =¥,

2.2) ;=-Tux,=1,0) 5=-9ux,=7,8) x,=5£31,

14230

r) x ——lnx =——, ) X
1 5 2 3 1,2 3

3 7 3 3
3.a) =0 x,=—,0) xy=0 U x,=——,B) Xy=——I U X, =—I[,T) Xy=—7 U X, =7,
) x| 2773 ) x| 2773 ) x| 2 275 ) x| 2
n xp=0mx,=4,1 x=-1ux,=1.

4. 2) xlz—% szz—%, meR,6) xlzza—bn x2=2i, a,b#0.
a

4.4.
.a)D=24,0)D=2,B)D=-4,1)D=-8, 1) D=251)D=16.
.a) Ka, 0) Ka, B) Ka, ) Ka, 1) Ka, 1) Ka.
. a) Nuk ka, 0) Ka, B) Ka, r) Ka, n) Ka, 1) Ka.
. a) Ka, 0) Ka, B) Nuk ka, r) Ka, n) Ka, r) Ka, ¢) Ka rrénjé€ t€ dyfishté
.a) k<2, 0) k>2.

A AW -

4.5.
1.a) x; +x, =3, x1x, =2, 0) x; +x, =-2, x;x, =—1, B) x; +x, =37, xx, =27,

a’+9

, 9
) x+x =0, x;x,=-15 1) x;+x, =7, xx,=3,1) x,+x, = , XX, =——, a#0.
a

2.2) x> +2x-35=0, 0) x> +8x+15=0, B) 2x> +5x—12=0, 1) 10x> +19x+ 6 =0,
1) x> +33x-30=0, i) x> —6x+4=0.
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3.a) xy=4ux,=50)x=2n xzzg, B) ;=—12 1 x, =1, 1) x,=-5 1 x, =3,

n x;=1mx,=2p, 1) x;=-3a u x, =1.
4.2) x*+x-2=(x—1)(x+2), 6) 3x> —9x—12=3(x +1)(x —4),

5 J6 J6 5

B) 2x2 —72=2(x—6)(x+6). 5. m==. 6. -1 -2 1+ m==.7 8x +2x—1=0.
2 2 2 2

4.6.
. Numrat jané 12 dhe 13. 2. Perimetri i drejtkéndéshit 32 cm.
. Jang t€ nevojshme 85 m tel. 4. Cmimi €sht€ zvog€luar pér 10%.
5. 15 oré pér gypin mé t€ ngusht€, kurse 10 oré€ pér mé t& gjere.

[FS T

4.7.
1. a) R\{%,Z}, 6) R\{-1,5}.

2. a) 3a HUTY eJHa BPEIHOCT Ha X, 0) x=-27, B) x=1.

3. a) {—ﬁ,\@}, 6) D, B) {%2} ) {1}, 1) D, 1) {o,%}.

54+ + +
4a)ng=¥5§@§,mxu=3‘JEﬂB)nzzgizﬂgyr)m=—8nxz=L
2
5.3a a#0 pemenne e x=0, a3a a#1 permenue e xzwlrﬂ.
—a
DETYRA PERPERSERITJE

1. a) Barazimi linear me nj€ t€ panjohur, b) Barazim té shkallés s€ katért me njé€ té panjohur, c)
Barazim katror me dy té panjohura.

1 2 2
2. a) x2+%x—Z:0, 0) x> +2x+5=0, B) xz—gx—gzo. 3.2) =0 u x, =2,

0) ;=0 x,=-18) x;=0mu XZZLI’ 3a a#l.
a_

2

S5.a)x;=6ux,=-7,0)x;=—13ux,=118) 1BoeH KOpeHx =9, 1) x; =5, nx,=7,

n)x;=-10arx , = 2a.

6.2a) Pércdo a € , 0) PBarazimi nuk ka rrénj€ komplekse t€ konjuguara pér asnjé€ vleré t€ parametrit

a.

7.2) 2(x—5/2), 6) _(x+2)j
x+3 (x+5)

T(a-2117)
3(a-1/3)°

B)

&a)pihﬁ)p=hs)p=§u0p<§.

9. 84km/h dhe 63km/h 10. Gjerésia e rrugés éshté 12 m.
11. a) x =3, b) x; = —6. 12. Kamioni i par€ do ta kalon gjithé rrugén pér 10 oré me shpejtési prej 30k/h
por kamion 1 dyt€ pér 12 oré me shpejtési prej 25 km/h.
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Njésia modulare 5

5.1.
1. Barazime bikatrore jané nén: a), b), ¢) dhe d).

2. a) xljz =i5, X3,4 :i%, 6) xl,z :i%, .X3’4 :ié, B) tl’z =i2, t3,4 :i3, F) xl,z :i—\/g,

2
)1) x12=i§, F) x=0
NG
%) A2 3’ )3y =243 tl,zziz , 134=12,1) Nuk ka zjidhje reale
3 3
o) xX,=x—, x,=0, 1) x,, =t—.
) 1,2 8 3 ) 1,2 \/7

4.2)4,06)0,8)4,1)0,1)2,1) 2.
5.a) (x+2)(x+D)(x-1)(x—-2)=0, 0) 4(y+%)(y+l)(y—l)(y—%)=0.

2 2
6.2) =% 212 6) = 3 442,
9

X - x" =9
5.2.
—3+3;
L.a) x, =4,x,, =—2£2i\/3,0) x, =3,x,, =43i, B) x, =-2,x, =3,x,, =1 £i/3,x,, =L’*/§,
—2+i 1
0 x —lLx,=-2,x=-3,x,—-4,1) x=1x,; :Tl\/g, ) x,=2,x,=3,x, =5,x4 =—.
5.3.

1. Barazime iracionale jané nén b) dhe ¢).
.a)Jo, b) Po, c) Po,¢) Po.

ca) {11,6) 31, B) 2,2}, 1) {7“/@}, 1) {—9,2}, i) 2.

N

W

2 2
4.2)x=13,b) x=77,8) x ,= £1.

S.a) x=5, b) x=3, ¢ x=%, ¢) Nuk ka zjidhje reale
5.4
5
l.a) x1=—1, X2=27, 6) x1=—1, X2=2, 2. a) x1=0, x2:z, 6) x=9.

3.a) x=1, 0) xz—g, 4. x=-2,5. x=-1.

5.5.
1. Sistemi prej barazimit linear dhe katror me dy té€ panjohura jané: a), b) dhe d).
1 3
3x+y_1:0 —Ex+zy+l2 X+y=4
2' a) 5 5 s b) ac) 1 2 2 s
— 4= 1 — —1=
3x*+y°—-4=0 x2+x/5xy—y2—5=0 2x +xy+3y +x-1=0
-x+y-10=0 %x+x/§y=0
¢) 37 »d) .
2 2
2y° —=2x— —=
xX“+2y X 6y+2 0 x2+3y=0
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3.a) m=3, n=-1, p=1, a=3, b=1, c=1, d=1, e=—1u f=-
6) m=—1, nzé, p=12, a=1, b=+2, c=-3, d=0, e=0u f=—

4. a) Jla, 6) He, B) He.
5. a) Eshté zgjidhje, b) Nuk éshté zgjidhje, c¢) Eshté zgjidhje, ¢)

Nuk &shté zgjidhje
6. 2) {(3.5),(53)} 6) {(-3,-9),(3.9)} ©) {— 3 +4x/ﬁ 3+ ;/E ][— 3 —4% 3- \éﬁ J}

5 20,1417} 2 {(76+4\/ﬁ 36+6\/@}[76—4M 36—6\/@}}

13 7 13 13 7 13
7. Zgjidhje reale kané sistemet: a), ¢) dhe dh), zgjidhjet komplekse kané sistemet b), c) dhe d)

DETYRA PER PERSERITJE

1. a) xl,z Zil, X3,4 = i3, 6) xl,z :i\/g

2.2) x5 =12, X34 =13, 6) x5, =13, x34 =22. 3.2) (1,24}, 6) .
2

4. a) y? 46) 5.a) x=3, 0) x=1. 6.2) x=3, 0) x, =%l

8 a) (LD u (__ __J ( 2302 ), \/1151} U2302 " EJ
! 10
9.a) [—2—1' %,2 \/3771] I/I[ 2+1\/: 2+ \/7J 0) (3,9), (-3,-9).
35 \F
oy | 3105 1 V5 105 1 V3

3, N105 1
4 4 2 2 4 4 2 2

b

37 3 37 3

5) (2+x/7 —1+x/7] " (2—\/7 —l—ﬁ}

Njésia modulare 6

6.1.
3V 31 5V 25 5V
6. a) f(x)—Z(xqj +=, 0) f(X)——(x—Ej +=,n) f(x)—(x—gj -5
r) f(x)=[x+§j =) f(x)=—[x—1] ) f(x)= (x—%j 2
6.2.
1. x=%. 2.a)3,0) 17, B) 10. 3. a) —% nl, 6) 1 5, B) Hema Hynu, 1) —2 u 4, 1) _3_2\/6 u

—-3+46
2

, T) Hema nynu. 4. He, 3aroa mro D < 0. 5. Jla, Ha npumep f(x) = (x - 3)2 -2.
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6.3.

1.a)3a x=—é “Ma MUHAMYM 2, 0) 3a ng MMa MakCUMyM Ve
5 1
B) 3a x=5 “Ma MUHAMYM 7 r) 3a x =1 uma MakcumyMm 9,
3 , 2
n) 3a x=—5 “Ma MEHIMYM —2, ) 3a x =0 ¥Ma MUHUMYM 3
325 3 31 3 317
2a) T|=,—|,0) T(3,-2),8) T|—,— |, ) T|3,—=|, n) T| =,— |, ©) T(0,5).
)(816j)( ))(48j)( 4)H) [48))( )
3 , 3
3. a) pacrte Ha —oo,—g , oIara Ha —§,+oo .
, , 3 3
0) omafa Ha (—o0,—3), pacte Ha (—3,+0), B) omara Ha —oo,Z , pacre Ha Z,+oo ,

r) omara Ha (—oo,—3), pacte Ha (—3,+oo), 1) pacTe Ha (—oo,—%), omara Ha (—%,+ooj,
') pacte Ha (—00,0), omara Ha (O,+oo).

4. Tlocrou, Toa e pynkmmjara f(x)=-2(x-3)" +4.

6.4.
1. a) no3UTUBHA 3a CEKOj peasieH Opoj X,
0) no3utuBHa 3a x € (—1,4), HeraTuBHa 3a X € (—0,—1) U (4,+00),

B) MO3UTUBHA 32 CEKOj peajieH Opoj X, OCBEH 3a X = 3

3-7) (-3+47 : .
2.a) xe| —oo, 5 , 2 ,~+o0 |, 0) HETaTHBHA 3a CEKOj peasneH Opoj X,

2
B) X € (—oo,—l) u(§,+ooj.
3. a) mo3uTHBEH, 0) Mo3UTHBEH 3a x € (2,4), HeraTuBeH 3a x €(4,5), B) mo3uTuBeH 3a x €(7,9),
HeraTtuBeH 3a x € (6,7), I') MO3UTUBEH.

6.5.
1. a) eqHa Hemo3HaTa, 0) €/IHa HEeTO3HaTa, B) IB€ HEMO3HATH, I') TPU HETMIO3HATH.
2. a) paBeHKa OJI TIPB CTENEH, 0) paBeHKa O/ BTOP CTENEH, B) paBEHKA O] IETTH CTEIIEH,
I') paBeHKa OJ1 YETBPTU CTEIICH.

3.2) 3x> —3x+2>0, 06) 4x*—16>0, B) x* —8x+5<0, 1) gxz —%x+1<0.

4. a) e peueHue, 0) € perieHre, B) HE € PElIeHuE,
I') HE € pelIeHune, He € BO Ae(PHUHUIIMOHOTO MHOXXECTBO Ha HEpaBeHKATa.

5. a) x=§, 0) xe R\{—%}, B) @, 1) xeR, 1) xe[-2,7], 1) xe(—oo,—%ju(9,+oo).

6.6.

B

2.2) xe(-2,2), 0) xe(-0,-3]U[3,+0), B) &, 1) xeR, 1) xe(-0,3)U(4,+0),
r) xe(—oo,—S)U(S,—i—oo).
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3.a) xe(1,7), 6) R, B) xe(—oo,—3)u(—%,+ooj, r) x e (—o0,-3]U[4,+x), 1) F,
) ( —5—@} (—5+\/E J
1) xe| —oo, ) , 400 |.
2 2
4.a) x e(—o0,~1)U(3,+x), 6) xe(—oo,%)u(4,+oo), B) xe[—%,%}, r) xe(0,13],

1) xe(—oo,O)u[%,Jrooj, ) xe(—oo,—%j.

6.7.
1. da. 2. a) xe(—oo,—l)u(l,+oo), 0) xe(%,%), B) O

3.a) xe (—8,—5], 0) xe{—%,%}, B) xe[—2,1].
4.a) xe(-3,1), 0) x €(—o0,—-1)U(3,4+0), B) x [1,14].

5.2a) x e (—0,-2)U(=1,+x), 6) xe (—%,m}, ) xe[-3,2].

1.a) R\{%}, 0) R\{—%}, B) I, 1) {%}

2.a) xe (—oo,—3] U [—2,2] U [3,+oo), 0) xe(-0,-3)U(2,+x), B) x<(1,3),
r) xe[-7,11V][2,3].

6.8.

3.2) xe(—3\/§,0]u[§,3\/§), 6) x e (=00,—13) U (=2,4) U (11,+0),
B) x & (<9,~1)U(5,10).
4. a) xe(—oo,—%ju(g,4ju(4,+oo), 6) xe[-3,2]U(4,7), B) 2.
5. Bpoesnte ce 3 1 4.

DETYRA PER PERSERITJE
1
1.a) 0u —1, 0) Hema HynH, B) —1. 2. T(—E,SJ.

37-+/1345 37 +/1345
12 ~ 2 S

1

3. a) mO3UTHBHA 32 X € (—oo,

371345 37+/1345 j

12 12

HCTaTHBHA 3a (

1
0) TO3UTHBHA 3a X € (—oo,—Z) ) (E,+oo , HeTaTWBHA 3a X €| —2,— |,
B) HETaTHBHA 3a CEKOj pealieH Opoj x.

1
4. m=-2 u m=3, 328 m=-2 TeMeTO & T(E’3)’ 3a m=3 rtemero e T(-2,-7).

6. 2) xe(-0,1)U(7,4®), 0) xe(-wo,-3]U[4,+x), B) x€ (—oo,_ﬂ U[2,4+%), 1) R,
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) xe(—oo,—l]u[0,+oo), ) xe(—%,—l).

1 1 1-+/311 1++/311
7.a) xe 3% ,0) xe T, , B

8.a) xe[—oo,%ju(%,—i-oo), 0) x e (—o0,—4)uU (%,I)U(g,—%w], B) &.

9. a) xe(_oo,_éjue,z)u(z,+oo), 0) xe[-3,1]U(3,7), B) xe(—%,4ju(4,7).
10. Bpojot 4.

) x €(—00,—1) U (3,+x0).

Njésia modulare 7

7.1.
1. B), 1), n); 2. a), B), 1); 3) a) Konuneapuu ce AE,EB,AB,CD, a
KOJIMHEpaHu ce U AD, BC
0) UcTtonacouenu ce AE,EB,AB w AD,BC B) AD,BC , r) AB,CD

7.2.

1.D—C+@=ﬁ=ﬂ+ﬁz—5+&,B—O+R’=R‘=ﬂ)=5,
BO-0C=BO+CO=BO+0A=BA=-AB=-a,
BA—DA=BA+AD =—AB+ AD =—a +b.
2. DA=-b+a, AE+ AB=-2a+b, BE=—-2a—-b, CB=a+b,
EA+CD=2a+b u ED=a+b.
3.0D=a+b, OB=-a,
FB=-a+b, CA=-a—-2b,
FE=a+b, OA=-a-b, CE=a—b u CF =-2b (upTex 1).

4.2) AB+CS=DC+CS=DS,6) AD-BS=BC+SB=5C,
B) AS+BS+CS+DS=0 (uprex 2)..

vizatimi 2

7.3.
—_— = 11— — 11— 11— 0
1. On paBenctBara: AM :EAB+EAC’ BN=EBA+EBC u

— 11—

CP= ECA + %@ , ClieyBa C

AM + BN+ CP =~ (4B + BA) + (A + i) + (BC + CB)

Te. W+W+C—ID=%6+%6+EO=(). 2. Hexa A4, u BB,

ce [IBe pa3InyHU TeXKUIIHH JUHUA HAa AABC (1pTex 3).
Toram 7 ja nemu orceukara BB, Bo oqHoc BT :TB, =2:1.

Ako T, e cpenuna va BT , Toram umMame vizatimi 3

— 1= —— 1— 1(OT+0B
TZE(OBI+OE)ZEOBI+E[T]’H£1 cJIcayBa
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|

S)

T :%WB +§TE bunejku B, e cpenuna Ha AC uMame

O—Blzé(aJrR) . Koneuno
0T =105 +2.1(04+0C)=+(04+0B+0C).
3 32 3

3. ZE:zZE:TAZJFA‘N:%M,Eﬁzzﬁﬁzz(—%ﬁ) u

AB =AM + N =i+ =+ ) = (3= 7) (uprex 4),

4. a) 65+ﬁ=65+6§=6§,6) SF+ZE=(), vizatimi 4
B) AB—ES=AB+SE=AB+BS=AS u
r) DE +CS =2DE (upTex 5).

l(— -\ — 0 == - m
5. AD=—|\m+n),BE=-m+—u CF =—n+— TEX 6).
S (m+n) : - (uprexc 6)

vizatimi 5 vizatimi 6

7.4.
1. Pasi bashkésia e pikave né hapésiré P éshté e pafundshme vijon se ekziston piké B # A, prej As
vijon se ekziston drejtéz e vetme e cila kalon népér pikat A dhe B. Prej A, vijon se ekziston piké C e
cila nuk shtrihet te drejtéza AB. Domethéné, A, B dhe C nuk jané pika kolineare.
2. Prej detyrés 1, vijon se ekzistojné pika B dhe C té atilla g€ A, B dhe C nuk jané pika kolineare.
Domethéné, drejtéza BC = a nuk kalon népér pikén A.
3. Prej Ag vijon se ekzistojn€ pika B, C dhe D té atilla qé A, B, C dhe D nuk jané komplanare.
Prandaj, ato rrafshe ABC, ABD dhe BCD kalojné népér pikén A.

7.5.
1. 1. Drejtéza b e pret drejtézén a ose drejtézat jané aplanare. 2. a) Eshté e sakté, pasi pika e
depértimit &shté piké e pérbashkét, b) Eshté e sakté, pasi piképrerja éshté e vetme (b nuk shtrihet né
), ¢) Po, pasi drejtézat priten, ¢) Prej pérkufizimit pér paralelizém té drejtézés dhe rrafshit vijon se
edhe ky gjykim éshté i sakté. 3. a) Pika B, pasi né€ t& kundértén B=A, b) Pika A, pasi né€ t€ kundértén
A=B.

7.6.
1. Jo, pasi nése dy rrafshe priten né dy pika, atéheré ato priten né pafund shumé pika, d.m.th., prerja
e tyre €shté drejtéz. 2. a) Jla mocTowm, Toa e mpaBaTa KOja MUHYBa HU3 TOUYKHUTE A H

162



OI[]"OB()pVI " ynaTCTBa

B,xagemro A etoukaon >, u A¢a,a B etoukaon Y, U B ¢a.3HauH, CEKOja IIpaBa Koja

ru mpo0OoayBa IBETe pAMHUHH H € pPa3MUHYBayKa co «, 0) Jla, cute TOYKH O] IPOCTOPOT KOU HE

Je)KaT Ha HUTY €HAa OJ] ]aICHUTE JIBC pAMHUHHU. TakBH TOYKH MMa OecKOHeYHO MHOTY. 3. He e TouHo,

Oumejky paMHUHHMTE MOJKE Jia Ce Ceyar BO MpaBa Koja € mapajieiHa co aafeHara. 5. a) AM, b) AN.
7.7.

1. Njé (né€se t€ gjitha tri drejtézat jané komplanare) ose tre (nése t€ tri drejtézat jané komplanare)
rrafshet. 2. Njé (nése pikat dhe drejtéza jan€ komplanare) ose dy (n€se drejtéza dhe dy pikat nuk jané
komplanare) rrafshe. 3. Jo gjithmoné, pasi n€se drejtéza c kalon népér piképrerjen e drejtézave a dhe b,
atéheré ajo jo patjetér té shtrihet te rrafshi X. 4. Jo nuk &shté e sakté, pasi drejtézat mund t€ priten dhe
té jené paralele me rrafshin. 5. Jo.

3AJIAUU 3A TIOBTOPYBAIBE
1. BC=b—a,DE =—a,EF =-BC =a—b u BE =2b—4a (uptex 7).
2. KM + DF + AC + FK + CD + CA+ MP =
=CA+AC+CD+DF +FK +KM + MP=CP .
3. Hexa O e npou3BojHA TOYKA, TOTaIl
AC-BC +PM — AP+ BM =
=20M —20P =2PM.
4. }z(m+m)+ﬁ—ﬁ=ﬁ+ﬁ=ﬁ<.
5.Hexa O e npousBoHa TouKa, Toram PO = 00 — OP (upTex 8).
Bunejkun Q e cpenunana LN ,a P e cpenuna Ha KM ce noOuBa:
O—Q:%(ﬁJrW) u @:%(ﬁ+m). Onrtoamro K,LLM u N
ce cpenuuun Ha ctpanute BC,CD,DE n EA, COOIBETHO, UMaMe:

OK =08 +OC), 0L =—(0C + OB), OM ~—(0D + OF) n

Wzl(ﬁ+@) .3Haun
2
FQ:o—Q—m:%(mm)_%@+m):

vizatimi 8

~3[3(oc <o)+ 3 (0F +0i) |-3{ 308+ 0C)+ 1 (05 + OF) |- 1(0d-0B) - | 5.
2\ 2 2 2\ 2 2 4 4
On oBzme crmemyBa jgeka orceukute PO u AB ce mapanenHu U

1 D N C
OJIHOCOT Ha HUBHHTE JOJLKHHH € R
6. Heka ABCD (AB|CD) e tpanes u M,N ce cpenunn Ha
ocHoBUTe AB u CD, coonaBetHo, a () € MpecedyHara TOYKa Ha
mujaroHanute AC u BD Ha Tpanesot (Lprtex 9).Tpuaromnunnre & >
[ J— A M
0OA OB
AOB u DOC ce ciuuHH, Tla —— = =— =k, O] KaJi¢ CJIeayBa JIeKa Lprex 9
oCc 0D

OA=-kOC u OB=-kOD.

1= — 1 - —
Toram OM =5(0A +O0B) =E(—k)(OC+ OD)=—kON .
3nauu Toukute M,N u O 7nexar Ha UCTa Ipasa.
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7. Toukute A, M n C ce KoMMHEapHH, Ta AM =k AC , a D »C
ToukuTe D,M n E ce KonuHepaHu, na DM = mDE . Onx toa "
— 1 2
mTo0 AM + MD = AD , ce noOuBa neKa k :5 A m =§ O] KaJie
A B
cienyBa 0apaHuoT ogHoc (1ipTex 10). Hprex 10

8. a) Jla moxe, ako u camo ako Toukara C JIeXH Ha KPYXKHHLA CO

nentap Bo Toukata A u pamuyc AB. 0) He. Bunejku AB = AC , cenysa nexa mMopa ABwn AC na
ce KOJIMHEapHU BEKTOPH, CO MCTa HAacOKa M MCTa moyetHa Touka. Crnoapen toa tonkute B u C ce
coBIlakaar, To He € MOXHO. 9. Heka A e mpousBoina Touka. Toram noctojaT Toukd B u C TakBH
mro 4,8 u C He ce konuHeapHu. [IpaBute 4B,BC nu AC He MuHyBaaT Hu3 ucta Touka. 10. Heka
TafeHUTe TOYKK TH o3HaunMe co A,B,C,D m E . AKO cuUTe MeT TOYKH C€ KOJMHEApHU, TOTaIll THE
olpesieNTyBaaT eAMHCTBEHA MpaBa. AKO YeTHPH O] HUB ce KOJIMHEapHHU, Ha npumep Toukute 4,B,C u
D, rtoram tue obpasyBaaT mpaBa AB, a co Toukata £ Moke ga oOpasyBaMe YETHUPH IpPaBH
(AE,BE,CE n DE). Axo, mak, Tpu Off HUB c€ KOIMHeapHHu, Ha pumep A,B u C, a npyrure ase
TOYKM HE c€ KOJMHEapHH CO HUTY eJHa OJ HHUB, TOTall MOXeE JAa ce oOpa3yBaaT 8 mpaBu
(AB,AD,AE,BD,BE,CD,CE n DE). Ako, Ha ipumMmep, konuHeapau ce Toukute A,B,C u A,D,E ,
toram Moxe na Gopmupame 6 nipaBu ( AB,AD,BE,BD,CD u CE'). OctaHyBa CIIy4ajoT KOTra HUTY
e/lHa TPOjKa TOYKM HE Ce KOJIMHEapHU, TOAa 3HAYW JIeKa MpaBH MOXe Ja o0pa3zyBaaT CHUTE HapOBH
touku. TakBu ce 10 mpaBu. 11. Axko 4,B,C m D ce KOMIUIaHapHH, TOrall THE OINpPEEITyBaaT
€IMHCTBEHA paMHHMHA. AKO TpH OJ HHMB c€ KOMIUIaHApHHW, Ha mpumep A,B u C, Toram THe ja
onpeaenyBaarT pamHuHata ABC, a on Toa mTo D HE € KOMIUIAaHApHa CO HUB pPaMHUHU CE€ U
ABD,BCD n ACD . 12. a) He e TouHO, OW/Iejkn TOYKATE MOpa J1a ce HeKoluHeapHH, 0) He e TouHo,
OuJejKH MpaBHUTE BO OIMINT CIy4aj MOXKeE Jla ce pa3MHUHYBaykH, B) He e TouHo, Ouiejku Moxe ToukaTa
Jla JISKU Ha MpaBara.

Njésia modulare 8

8.1.
1. Hajmanuot Opoj Ha sumoBu Ha mpu3Ma € 5, (Tpu O0YHM U Ba OCHOBHH), 6 Temumba u 9 paboBu. 2.
Bpojot Ha paboBu Kkaj cekoja mp3ma e JIenuB co 3. a) He, 0) 1a, meTcTpaHa (MeTaroiHa) Mpru3Ma, B) He.

4. He. 5. Enno pemenue ce pamuunure: ABB| A, ABD n ABD,.
8.2.
1. 130cm?. 2. 6cmu 8cm. 3. 300cm? 1 720cm?. 4. 363/2 cm? 5. 184/2 cm?

8.3.
26
1. V=1755cm’. 2. P=72cm’,V =36cm’. 3. V, =EV . 4. 405cm’. 5. 360cm’.

8.4.

2542

1. /9lcm. 2. 100 cm?. 3. /302 cm. 4. 12cm. 5. Tdm2

8.5.
1. S;ﬁcm3. 2.2,5dm. 3. H=24J3 cm,s =+/1729cm. 4. 60 cm’. 5. 112,53 cm’. 6. 192¢cm®
8.6.

1. 76\Bcm’. 2. 20m?,45m>. 3. P=324, V =12637 . 4. 1140m>. 5. 70cm u 20cm
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OZ[TOBOpI/I " ynaTcTBa

8.7.
1. a) IIpBHOT U TPETHOT LMIAMHAAP UMAaT BUCHUHA a , @ BTOPUOT UMa BUcUHA 2a, 0) Paguycot Ha
NPBHOT LIIMHAAP € @ , 4 HA BTOPHOT U TPETHOT 24 . 2. 30cm. 3. 36¢cm” . 4. 196¢cm? . 5. %cm
8.8.
1. 30cm?. 2. 960zcm’. 3. 88mem?. 4. 200mcm?. 5. 967 cm’
8.9.
1. 48cm”. 2. r=2cm, H =2y/3cm . 3. 100cm?. 4. 20cm. 5. 7cm’
8.10.
1. 2) 96mem?, 6) 980mem?, B) 2.24ncm?. 2. 69cm. 3. 243y/3mem’. 4. 320mem’ . 5. 18007 cm?
8.11.
1. 195mcm?. 2. 400mecm”. 3. 4,92/. 4. 457ncm’. 5. 1,5dm u 15,5dm
8.12
1. R=18cm . 2. P=8739zrcm’,V =34182ncm’. 4. 3 /16328 rem. 5.
DETYRA PERPERSERITJE
1. 54cm®.2.3.3.127cm . 4.420cm . 5. 17cm. 6.4. 7. 109cm’. 8. 26cm”. 9. 8cm’. 10. 180cm®.

11. 10cm?. 12. 24cm’. 13. 120cm?. 14. 120cm?. 15. %m3. 16.2)V =1,9486-10> m’, 6) 468

JIEHApH.
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Gjeometrikisht do ta paragesim me t€ ashtuquajturén segment i orientuar. B
Ai éshté segment te i cili njéra piké llogaritet pér piké fillestare (fillimi 1

vektorit), kurse tjetra pér t€ fundit (fundi i vektorit). Vektorin (d.m.th., A

segmentin e orientuar) do ta shénojmé me (do t& thoté A llogaritet pér piké fillestare,
kurse B pér piké t&€ mbarimit) (vizatimi 3). Vizatimi 3

Gjeometrikisht do ta paragesim me té ashtuquajturén segment i orientuar. Ai éshté segment te
1 cili njéra piké llogaritet pér piké fillestare (fillimi i vektorit), kurse tjetra pér té€ fundit (fundi 1
vektorit). Vektorin (d.m.th., segmentin e orientuar) do ta shénojmé me (do t& thoté A
llogaritet pér piké fillestare, kurse B pér piké t€ mbarimit) (vizatimi 3). Vizatimi 3

Shembulli 1. Jan€ dhéné katér pika t€ ndryshme 4, B, C dhe D. Me fillim né pikén A, mund t&
formohen vektorét dhe . Me fillim n€ B, vektorét dhe etj.
Pérfundimisht, n€ két€ ményr€, mund té formohen gjithsej 12 vektor.

Cdo vektor €shté pércaktuar me:

» madhésia e barabart€ me gjatésiné e segmentit 4B (d.m.th., ),

s drejtimi 1 pércaktuar me drejtézén 4B dhe

* kahja prej pikés 4 kah pika B (d.m.th., kahja e gjysmédrejtézés AB). ¢

Pérve¢ me , vektorét do t’i shénojmé edhe me , kurse madhésité e tyre me
ose me . Madhésiné e vektorit do ta quajmé edhe gjatésia e vektorit (intensiteti ose
moduli i vektorit).

Pér vektorét dhe themi se kané:

» madhési té barabarta, nése dhe shkruajmé ,

* drejtim té njéjté, nése dhe jané drejtéza paralele (ose AB dhe CD jané
drejtéza, té cilat puthiten), dhe shkruajmé ,

* kahe té njéjté, nése gjysmédrejtézat AB dhe CD kané kahe t€ njéjté dhe shkruajmé

kahe té kundért, n€se gjysmédrejtézat AB dhe CD kané kahe té kundérta dhe shkruajmé
Pérkufizimi. Vektorét, t€ cilét kané drejtim té nj&jte, do t’i quajmé kolinear.

Vektori, i cili ka gjatésin€ 0, do ta quajmé vektor zero dhe do ta shénojmé me ose me
d.m.th., do t€ shfrytézojmé pikén e njéjté fillestare dhe t€ fundit. Ai vektor ka drejtim t& njéjté
dhe kahe t€ nj&jt€ me ¢cdo vektor.

Vektori, i cili ka gjatésin€ 1, do ta quajmé
vektor njési ose ort.

Pérkufizimi. Pér dy vektor dhe
do t€ themi se jan€ té barabarté

Nése kan€ madhési té barabarta, drejtim té
nj€jté dhe kahe t€ njé;jte.

Késhtu, vektorét edhe te vizatimi 4
jané té barabarté. Poashtu drejtézat p, ¢, r
dhe s jan€ paralele dhe gjatésité e
segmenteve A1B1, A2B2, A1B1 dhe A4B4 jané
té barabarta.

Vizatimi 4
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Pérkufizimi: Dy vektor dhe jané t€ kundért . Nése kané madhési
té njéjte, drejtim t& njéjté€ dhe kahe t&€ kundért.
Shembulli 2. Te vizatimi 5 jané paraqitur dy drejtéza ‘ ' H

paralele. Vektorét dhe jané kolinear - .
ndérmjet veti, kurse vektori . Nuk éshté kolinear y 3 D c
me asnjérin prej tyre. Vektorét dhe G

jané t€ kundért, kurse nuk jané té€ kundért njéri né€ tjetrin. ¢ Vizatimi 5
Detyra 1. Le té jet€ ABCD paralelogram dhe O é&shté prerja e diagonaleve t€ tij (vizatimi 6).
Cakto cilat prej kétyre cifteve t€ vektoréve jané€ té barabarté, kurse cilét jané t€ kundért.

a)b) ¢) ¢) d) D

Zgjidhja. a) Vektorét dhe jané té c
kundért,

b) Vektorét dhe jané té barabarté, @)

c¢) Vektorét dhe jané té t& kundért,

Vizatimi 6 A B

¢) Vektorét dhe jané kolinear, nuk jané t& barabartg,

as té kundért,

d) Vektorét dhe jané t& kundért. ¢

Detyra

1. Le t€ jet€ ABC trekéndésh dhe M, N, P jané meset e brinjéve t€ 4B, BC,CA, pérkatésisht
(vizatimi 7). Cilat prej kétyre barazimeve jané t€ sakta:

a)b) c)¢) d)
E 2. Le t€ jet¢ ABCDEF gjashtékéndésh i rregullt dhe O &shté gendra e

D
vijé€s rrethore t& jashtéshkruar (vizatimi 8). Cilat prej kétyre
barazimeve jané té sakta:
F C a)b)c)g)

3. Te brinjét e katrorit ABCD jané dhéné disa vektor (vizatimi 9).
Pérmend cilat prej tyre jané:
a) kolinear, b) me kahe té njéjté,

A B
c) té barabarté, ¢) t€ kundért. Dee ¢
Vizatimi 7 Vizatimi 8 Vizatimi 9 Vizatimi 10

107








