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PARATHËNIE
Teksti MATEMATIKA për vitin e dytë të arsimit të mesëm profesional 

katërvjeçar është shkruar sipas programit mësimor për lëndën e detyrueshme të 
përmendur. I dedikuar për nxënësit nga profesioni Shëndetësi, profesioni Bujqësor-
veterinare, Shërbime personale, profesioni Tekstil-lëkurë dhe Pylltari – përpunimi i 
drurit. 

Autoret tentojnë t’i përpunojnë përmbajtjet e parashikuara në pajtim me 
udhëzimet didaktike-metodike për realizimin e programit. Teksti është modulare e 
dizajnuar dhe përbëhet prej tetë tërësive tematike: 

• RRËNJËT
• FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE NË TREKËNDËSHIN KËNDDREJTË
• NUMRAT KOMPLEKS
• BARAZIMI KATROR
• BARAZIMET E LLOJIT KATROR. BARAZIMET IRACIONALE. SISTEMI PREJ
NJË BARAZIMI KATROR DHE NJË BARAZIMI LINEAR ME DY TË
PANJOHURA
• FUNKSIONI KATROR, PABARAZIMI KATROR, SISTEMI PREJ DY
PABARAZIMEVE KATRORE ME NJË TË PANJOHUR
• VEKTORËT NË RRAFSH. FIGURAT GJEOMETRIKE NË HAPËSIRË
• SYPRINA DHE VËLLIMI I TRUPAVE GJEOMETRIK

Në kuadër të çdo teme mësimore janë punuar përmbajtjet e parapara, të cilat,
sipas rregulls, janë ilustruar me shembuj të zgjidhur dhe vizatime. Në fund të çdo 
njësie mësimore janë dhënë detyra për punë të pavarur ose për detyrë shtëpie, që 
paraqet vazhdimë të punës së orës, kurse në fund të çdo teme mësimore janë dhënë 
detyra për përsëritje dhe përforcim të materialit. Zgjidhjet dhe përgjigjet e detyrave, 
kurse sipas zgjedhjes së autoreve, diku edhe udhëzime për zgjidhjen e tyre, janë dhënë 
në fund të tekstit mësimor. 

Autoret prej përpara do të jenë të falënderuar për çdo kritikë me qëllim të mirë 
ose vërejtje për përmirësimin e përmbajtjes, pasi besojnë se ky tekst do të kontribuojë 
që nxënësit më shumë ta duan matematikën dhe të hyjnë në fshehtësitë e saj. 

  Autoret      



5

1. RRËNJËT

1.1. Koncepti për rrënjë
Konceptet rrënja katrore dhe kubike prej numrit të dhënë pozitiv tanimë i ke të njohur 

prej arsimit fillor. Mbetet ta zgjerojmë atë koncept deri te rrënja n prej numrit real.

Poashtu, n quhet treguesi i rrënjës, kurse a quhet shprehja nënrrënjë ose radikand.

Shembull 1. Rrënja !"! ka tregues të rrënjës 4, shprehja nënrrënjë 16 dhe !"! = 2, 
pasi 24 = 16, kurse !"""""! = 10, pasi 105 = 100000.!

Operacioni me të cilin e caktojmë vlerën e !! kur na janë të njohura vlerat e n dhe a, 
quhet rrënjëzim.

Nëse n = 2, atëherë në vend !! shkruajmë ! dhe lexojmë rrënja katrore e numrit 6 
ose vetëm rrënjë e numrit 6.

Detyra 1. Njehso:
a) !" , b) !"! , c) !"! .

Zgjidhje. ! ) !" = 5 pasi 52 = 25 , b) !"! = 3 pasi 33 = 27 , c) !"! = 3 pasi 34 = 81. !

Prej përkufizimit vijon se !! , ku a > 0 dhe n ! ! është numër pozitiv i atillë ku fuqia 
n është e barabartë me a d.m.th. !! !

! ! !

Ngjashëm edhe !!! = a, ku a > 0 dhe n ! !, pasi an = (a)n. 

Shembulli 2. !! !
! ! dhe !!! = b, për b > 0. !

Le të jetë n numër çift natyror. Të mundshme janë këto situata: 
• Nëse a > 0, atëherë ekzistojnë dy numra realë të kundërt për të cilët vlen !! ! !

dhe me !! e shënojmë numrin pozitiv (e quajmë rrënja n e numrit a), kurse me 
! !! "  numri i tij i kundërt. 

• Nëse a = 0, atëherë ekziston numër real i vetëm x (numri 0) ashtu që ! ! !! . 
• Nëse a < 0, atëherë nuk ekziston numër real x, ashtu që xn = a, pra sipas kësaj 

shprehja !! nuk ka kuptim.
Le të jetë n numër natyror tek. Atëherë ekziston numër real i vetëm x ashtu që !! ! !, 

për çfarëdo numër real a.

Shembulli 3. Rrënjët !! , !!"! dhe !!"! nuk kanë kuptim në bashkësinë e 
numrave realë, rrënjët !!"!! , !!!" dhe !!"#! kanë kuptim dhe mund të njehsohen, 
kurse rrënja ! ! !! ka kuptim për të gjithë numrat realë x për të cilët vlen x + 2 ! 0 d.m.th., 
! ! !!. !

Përkufizimi. Numri real pozitiv x , për të cilin vlen xn = a , ku a  është numër real pozitiv 
dhe n ! quhet rrënja katrore n prej numrit a dhe shënohet me x = !!! .
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 Prandaj, për n numër natyror çift vlen ky rregull: 
 

𝑎!! 𝑎, për  𝑎 ≥ 0
−𝑎, për  𝑎 < 0 

Kur n është numër natyror tek vlen 𝑎!!   =   𝑎, për çdo numër real a.  
 

Detyra 2. Thjeshtoji shprehjet:  
а) (−3)!!  , b) (−1)!"!" , c) 4!!  ,          ç) (−2)!!  , d) (𝑥 + 1)! 

Zgjidhje. а) (−3)!! = |− 3| = 3, pasi n = 4 është numër çift dhe 𝑎 = −3 < 0,  

b) (−1)!"!" = |− 12| = 12, pasi n = 12 dhe 𝑎 = −1 < 0, 

c) 4!! = 4, pasi n = 6 dhe 𝑎 = 4 ≥ 0, 

ç) (−2)!! = −2, pasi n = 3 është numër tek,  

d) (𝑥 + 1)! = |𝑥 + 1| =
            𝑥 + 1,për  𝑥 ≥ −1
−(𝑥 + 1),për  𝑥 < −1 . ♦ 

 
Detyra  
1. Njehso:  

а) 121, b) 0,0016! ,  c) !"
!"#

! ,    ç) !
!"

!  .  

2. Cilët prej këtyre rrënjëve kanë kuptim në bashkësinë e numrave realë?  

а) −0,01! , b) −125! ,  c) !!

(!!)!
! ,   ç) !

!
− !

!
 .  

3. Cilët prej këtyre rrënjëve kanë kuptim në bashkësinë e numrave realë?  

а) !
!
− !

!
, b) 3+ !

!
− !

!
! ,  c) 0,01− 0,0(1)! ,  ç) !

!,!!!!
!"  

4. Për cilat vlera të shprehjes nënrrënjë, rrënja ka kuptim?  
а) 2𝑥 + 3! ,  b) 20+ 4𝑥! ,  c) 2𝑥 + 1! ,   ç) (𝑥 − 2)(𝑥 + 3)!   
5. Thjeshto:  

а) (−2)!! ,  b) !"##
(!!"")!

,  c) − !
!

!!
,   ç) (16− 2𝑥)! për 𝑥 ≥ 8 . 

 

1.2. Zgjerimi dhe thjeshtimi rrënjëve  
Në vazhdimë do të shqyrtojmë disa veti të rrënjëve me ndihmën e të cilave në të 

ardhmen do të mund të kryejmë transformime dhe thjeshtime. 
 

          Teorema. Nëse a është numër real pozitiv, kurse m, n dhe k janë numra natyrorë, 
atëherë vlen 𝑎!! = 𝑎!!!!!!  (zgjerim të rrënjës 𝑎!!  me numrin natyror k).  

Me të vërtetë, për nk fuqia e numrit 𝑎!!  kemi:  
 

 

Sipas përkufizimit për rrënjën vijon se 𝑎!! = 𝑎!!!!!!  . ♦  
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Shembulli 1. Rrënja 2! e zgjeruar me 5 është 2!∙!!∙! = 2!!" , ndërsa tani rrënja
3! e zgjeruar me 2 është 3!∙!!∙! = 3!"!  . ♦ 

 Detyra 1. Rrënjët 𝑎𝑏!!  dhe 𝑎!𝑏!  zgjeroji deri te treguesi i përbashkët më i vogël,
ku a,b > 0  

 Zgjidhje. Prej kësaj që sHVP (3,4) = 12 fitohet se rrënja e parë duhet të zgjerohet me 
4, kurse e dyta me 3, pra fitohen rrënjët   

𝑎𝑏!! = 𝑎𝑏! !∙!!∙! = 𝑎!𝑏!!"  dhe 𝑎!𝑏 !∙!!∙! = 𝑎!𝑏!!"  , përkatësisht. ♦
Ngjashëm me teoremën paraprake vërtetohet edhe teorema vijuese: 

Teorema. Nëse a është numër real pozitiv, kurse m, n dhe k janë numra natyrorë të 
atillë që k|n dhe k|m, atëherë 𝑎!:!!:!  (thjeshtimi i rrënjës 𝑎!!  me numrin natyror k).  

Shembulli 2. Rrënja 27! mund të thjeshtohet me 3, pra fitohet rrënja 3!:!!:! = 3! ,
kurse rrënja 2!!"  mund të thjeshtohet me 4 deri te rrënja 2! . ♦

Detyra 2. Rrënjët dhe 𝑎!"𝑏!!"  dhe 𝑎!"𝑏!"!" thjeshtoje treguesin më të madh të 
përbashkët të rrënjës, ku 𝑎, 𝑏 > 0. ♦  

Zgjidhje. Pasi PMP(15,20) = 5 rrënjët do t’i thjeshtojmë me 5 dhe kemi 𝑎!"𝑏!!" =
𝑎!𝑏 !!" = 𝑎!𝑏 !:!!":! = 𝑎!𝑏! dhe 𝑎!"𝑏!"!" = 𝑎!𝑏! !!" = 𝑎!𝑏! !:!!":! = 𝑎!𝑏!!  , 

përkatësisht. ♦ 

Shembulli 3. −2 !"! = −2 !! , kurse −2 !"! ≠ −2 !, pasi −2 ! nuk ka
kuptim në bashkësinë e numrave realë, kurse −2 !"! = 2! . ♦ 

Prandaj, në situatat e këtilla, d.m.th., kur a < 0, n dhe k janë çift, kurse m numër natyror 
tek gjatë thjeshtimit të rrënjës gjithmonë duhet të kemi parasysh se rrënja pas thjeshtimit a ka 
kuptim në bashkësinë e numrave realë, përkatësisht duhet te shfrytëzojmë barazimin 

𝑎!:!!:! = 𝑎 !! . 

Detyra 

1. Rrënjët e dhëna zgjeroji me 3:

а) 3!!   ,  b) 𝑎!𝑏! , për a,b > 0 , c) −2𝑥 !𝑦!!  , për x,y > 0.

2. Rrënjët e dhëna zgjeroji me 4:

а) 16!   , b) 𝑎!"𝑏!!"  , për a,b > 0 ,  c) −4𝑥!" !"𝑦!"!  për x,y > 0. 
3. Rrënjët e dhëna zgjeroji përkatësisht deri te shumëfishi më i vogël i përbashkët të

treguesve të rrënjëve të tyre: 

а) 2 , 33  dhe 4!  , b) 
!2!
!

6
 , 

!"2

!

4
  dhe 2𝑎𝑏3  ,  për a,b > 0. 

4. Rrënjët e dhëna zgjeroji me pjesëtuesin më të madh të përbashkët të treguesve të
rrënjëve të tyre: 

а) 27𝑎!!  , 8𝑎!𝑏!!   dhe 125𝑏!!  , për a,b > 0 , 

b) 9𝑎!𝑏!!  , 81𝑎!𝑏!"!  dhe 𝑎!"𝑏!!  , për a,b > 0 .
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5. Thjeshtoji rrënjët:  

а)  − 12
!
 ,   b) 𝑎!!  ,   c)  4𝑎2+4𝑎+1

0,04𝑎4𝑏2
!

  , për 𝑎, 𝑏   ≠ 0 .  

 

1.3. Rrënjëzimi i prodhimit dhe herësit  
 

Teorema. Nëse a dhe b janë numra realë pozitivë dhe n është numër natyror, atëherë 

𝑎 ∙ 𝑏! = 𝑎! ∙ 𝑏!   dhe  𝑎
𝑏

!
= 𝑎!

𝑏! .  

Me të vërtetë, për fuqinë n të 𝑎! ∙ 𝑏!  kemi:  

𝑎! ∙ 𝑏! !
= 𝑎! !

∙ 𝑏! !
= 𝑎 ∙ 𝑏 , 

kurse për fuqinë n të 𝑎!

𝑏!  kemi: 𝑎𝑛
𝑏𝑛

!
= 𝑎! !

𝑏! ! =
𝑎
𝑏 .  

Sipas përkufizimit për rrënjën kjo do të thotë se 𝑎 ∙ 𝑏! = 𝑎! ∙ 𝑏!  dhe 𝑎
𝑏

!
= 𝑎!

𝑏!   . ♦ 

Shembulli 1. 9 ∙ 4 = 9 ∙ 4 = 3 ∙ 2 = 6 , 8
27

!
= 8!

27! = 2
3   . ♦  

Duke pasur parasysh faktin se rrënja me tregues çift nuk ka kuptim në bashkësinë e 
numrave realë nëse shprehja nënrrënjë është numër negativ, gjithmonë kur a < 0, b < 0 dhe n 

është numër natyror, vlen 𝑎 ∙ 𝑏! = |𝑎|! ∙ |𝑏|!  dhe 𝑎
𝑏

!
=

|𝑎|!

|𝑏|!
 .  

Është e njohur se nëse n është numër natyror tek, 𝑎!  ekziston për çdo numër real a, pra 
sipas kësaj barazimi prej teoremës shfrytëzohet pa vlerën absolute.  

Të përfundojmë, barazimet 𝑎! ∙ 𝑏! = 𝑎 ∙ 𝑏!  dhe 𝑎!

𝑏!   = 𝑎
𝑏

!
 , për a dhe b numra realë 

pozitivë, n është numër natyror, dhe 𝑎 ∙ 𝑏! = |𝑎|! ∙ |𝑏|!  dhe 𝑎
𝑏

!
=

|𝑎|!

|𝑏|!
 , për a dhe b 

numra realë negativë dhe n është numër natyror çift, quhen rregulla për shumëzimin dhe 
pjesëtimin e rrënjëve të cilat kanë tregues të njëjtë të rrënjës.  

 
Detyra 1. Thjeshtoje shprehjen:  

а) 16𝑎8! , për 𝑎 ≠ 0 ,      b) 𝑎!"
!𝑏!"

!
 , për 𝑏 ≠ 0 .  

Zgjidhje. а) 16𝑎8! = 2!! ∙ 𝑎8! = 2 ∙ 𝑎! ,  b)  𝑎!"
!𝑏!"

!
= 𝑎!"!

!𝑏!"
!

= −𝑎
!

𝑏!
  . ♦  
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Shembulli 2. Vlera e −36 ∙ −49 = 36 ∙ −49 = 6 ∙ 7 = 42, kurse për a < 0 

fitohet − 25
16 𝑎 = − 25

16 ∙ 𝑎 = 25
16
∙ 𝑎 = 5

4 ∙ 𝑎   . ♦  

Detyra 2. Njehso vlerën e shprehjes: а) 81 ∙ (−1) ∙ (−𝑥!)!  

b) (−8) ∙ (−64) ∙ (−125)!   .  

Zgjidhje. а) 81 ∙ (−1) ∙ (−𝑥!)! = 81! ∙ −1! ∙ −𝑥!! = 3 ∙ 1 ∙ 𝑥! = 3𝑥!  ,  

b) (−8) ∙ (−64) ∙ (−125)! = −8! ∙ −64! ∙ −125! = −2 ∙ (−4) ∙ (−5) = −40  . ♦  
 

Detyra 3. Për cilat vlera të ndryshores x vlejnë këto barazime?  

а) 𝑥 ∙ (𝑥 + 1) = 𝑥 ∙ 𝑥 + 1  ,  b) 𝑥 ∙ (𝑥! + 1) = 𝑥 ∙ 𝑥! + 1  ,  

c) 𝑥 ∙ (𝑥! + 2)! = 𝑥! ∙ 𝑥! + 2!   .  
Zgjidhje. а) Patjetër të gjitha rrënjët të kenë kuptim në bashkësinë e numrave realë, 

Prandaj, e kërkojmë prerjen prej intervaleve të cilat janë zgjidhje të pabarazimeve x > 0, x + 1 
dhe x  · (x + 1) > 0 d.m.th., x > 0,  

b) Pasi x2 + 1 > 0 për çdo vlerë të x ∈ ", patjetër x > 0 ,  
c) Për çdo vlerë të ndryshores x. ♦  
 

Detyra 4. Njehso vlerën e shprehjes:  

а) 2 − 1
2

!!
∙ 1 − 1

2
!

∙ 5 − 1
2

!
 ,  b) 12𝑎5

!
∶    3𝑎2

!  , për a > 0.  

Zgjidhje. Sipas teoremës kemi:  

а) 2 − 1
2

!!
∙ 1 − 1

2
!

∙ 5 − 1
2

!
= 2 − 1

2

!
∙ 1 − 1

2 ∙ 5 − 1
2

!
=  

= 3
2

!! 1
2 ∙
9
2 =

34

24
!

=
34

!

24
!

= 3
2 , 

b) 12𝑎!! : 3𝑎!! = 12𝑎!

3𝑎!
!

= 4𝑎3! , për a > 0 . ♦  

Shembulli 3. Prodhimi 2! ∙ 2 mund të njehsohet vetëm nëse rrënjët kanë tregues të 
njëjtë të rrënjës, pra përkatësisht i zgjerojmë deri te shumëfishi më i vogël i përbashkët të 
treguesve të rrënjëve, d.m.th., numri 6. Në këtë mënyrë prodhimi transformoeht deri 
2! ∙ 2 = 2!! ∙ 2!! = 2!!  . ♦ 

 

Detyra  
1. Njehso:  
а) 16 ∙ 25 ∙ 64 ,  b) 1000 ∙ 𝑎!!  , 

c) 0,01
441  ,  ç) 32𝑎!"

𝑏!"𝑐!"
!

 , për 𝑏, 𝑐 ≠ 0 .  

2. Njehso:  

а) 𝑎!𝑏! ∙ 𝑎!𝑏!𝑐! , për a,b,c > 0,  b) 𝑎! ∙ 6𝑎!! ∙ 4! ∙ 3!  . 

c) 4𝑎!𝑏!! : 2𝑎𝑏!  për 𝑎, 𝑏 ≠ 0,  ç) 32𝑎!𝑏!! : 2𝑎!𝑏!!  për a,b > 0.  
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3. Njehso:  

а) 64 ∙ (−25) ∙ (−36),   b) −81
𝑥

!
 , për x < 0 ,  

c) !32𝑥!𝑦!"
𝑧!"

!
 , për 𝑧 ≠ 0  ,  ç) (𝑥−1)!

𝑥 𝑥!!1 ! , për x > 0 .  

4. Njehso:  

а) 2𝑥!! ∙ 3𝑥!𝑦!  , për x, y > 0 ,  b) 4𝑥!𝑦! ∶ 2𝑥𝑦!!  , për x, y > 0 .  
5. Cakto për cilën vlerë të ndryshores x vlejnë barazimet:  

а) (𝑥 + 1)! = 𝑥 + 1  b) 𝑥!(𝑥 − 1)! = 𝑥 ∙ (𝑥 − 1)   
 

1.4. Nxjerrja e shumëzuesit para shenjës së rrënjës, futja e shumëzuesit 
nën shenjën e rrënjës dhe forma normale e rrënjës  

 

Nëse te rrënja 𝐴!  , shprehja nën rrënjë A mund të shkruhet në formën 𝑎!∙! ∙ 𝑏, ku,      
a, b > 0, kurse m dhe n janë numra natyrorë, atëherë mund të zbatohen teoremat për rrënjëzim 
të prodhimit 𝑎!∙!! ∙ 𝑏!  dhe thjeshtim të rrënjës së dhënë 𝑎! ∙ 𝑏!  . Transformimi të cilin e 
kryejmë në këtë mënyrë quhet nxjerrja e shumëzuesit para shenjës së rrënjës.  

Për fuqinë n të 𝑎! ∙ 𝑏!  kemi:  

Sipas përkufizimit për rrënjë vlen 𝑎!∙! ∙ 𝑏! = 𝑎! ∙ 𝑏!  sipas kësaj vlen kjo teoremë:  
 Teorema. Nëse a dhe b janë numra realë pozitivë, kurse n dhe m janë numra natyrorë, 
atëherë vlen 𝑎!∙! ∙ 𝑏! = 𝑎! ∙ 𝑏! . 
 

Posaçërisht, nëse m = 1, atëherë 𝑎! ∙ 𝑏! = 𝑎 ∙ 𝑏! . 
Shembulli 1. Le të jetë a,b,c > 0. Atëherë  
а) 8𝑎!𝑏!𝑐!! = 2! ∙ 𝑎! ∙ 𝑎 ∙ 𝑏! ∙ 𝑐!! = 2!! ∙ 𝑎!! ∙ 𝑎! ∙ 𝑏!! ∙ 𝑐!! = 2𝑎𝑏! 𝑎𝑐!!  dhe themi se 

2ab është shumëzues i cili është nxjerrë para shenjës së rrënjës 𝑎𝑐!! ,  
b) 28𝑎!𝑏! = 2! ∙ 7 ∙ 𝑎! ∙ 𝑎 ∙ 𝑏!∙! ∙ 𝑏 = 2! ∙ 7 ∙ 𝑎! ∙ 𝑎 ∙ 𝑏!∙! ∙ 𝑏 = 2𝑎𝑏! 7𝑎𝑏  dhe themi 

se 2𝑎𝑏! është shumëzues i cili është nxjerrë para shenjës së rrënjës 7𝑎𝑏 ,  

c) 𝑎!𝑏!

125𝑐!
!

=
𝑎!!
∙ 𝑏!
!

∙ 𝑏!

5!
!

∙ 𝑐!∙!!
= 𝑎𝑏 𝑏!

5𝑐!
 dhe themi se 𝑎𝑏

5𝑐!
 është shumëzues i cili është nxjerrë para 

shenjës së rrënjës 𝑏! ,  
ç) 48 ∙ (𝑥 − 1)!! = 2! ∙ 3 ∙ (𝑥 − 1)!! = 2!! ∙ 3! ∙ (𝑥 − 1)!! = 2 𝑥 − 1 3!  dhe themi se 
2 𝑥 − 1  është shumëzues i cili është nxjerrë para shenjës së rrënjës 3!  . ♦  
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Gjatë zgjidhje së disa detyrave paraqitet nevoja shumëzuesin, i cili gjendet para shenjës 
së rrënjës, ta futim nën shenjën e rrënjës. Për këtë qëllim atë shumëzues e fuqizojmë me 
treguesin e rrënjës dhe shprehjen e fituar pastaj e shumëzojmë me madhësinë nënrrënjësore. 
Ky transformim quhet futja e shumëzuesit nën shenjën e rrënjës dhe vlen kjo teoremë:  

 
 Teorema. Nëse a dhe b janë numra realë pozitivë, kurse n dhe m janë numra natyrorë, 
atëherë vlen 𝑎! ∙ 𝑏! = 𝑎!∙! ∙ 𝑏!  .  

 
Shembulli 2. а) 3 3 = 3! ∙ 3 = 27 ,  
b) 𝑎 𝑎!! = 𝑎! ∙ 𝑎!! = 𝑎!!  ,  

c) 𝑎𝑏 1
𝑎 +

1
𝑏 = (𝑎𝑏)! ∙ 1

𝑎 +
1
𝑏 = (𝑎𝑏)! ∙ 𝑎+𝑏𝑎𝑏 = 𝑎𝑏(𝑎_𝑏) , për a,b > 0,  

ç) 1𝑥!
1
𝑥

!
= 1

𝑥! ∙ 1𝑥
!

= 1
𝑥9

!
 , për x > 0 . ♦  

 
 Përkufizimi. Për rrënjën e dhënë themi se është në formën normale, nëse shprehja 
nën rrënjë nuk përmban emërues dhe shumëzues të cilët mund të nxirren para shenjës së 
rrënjës, dhe ka tregues më të vogël të mundshëm të rrënjës.  

 
Shembulli 3. Te forma normale janë rrënjët 6 , 3𝑎 2𝑎!!  dhe 4𝑎!!  , për a > 0, kurse 

nuk janë në formën normale këto rrënjë, 2
3 , 8𝑎!!  dhe 16𝑥!  , për x > 0.  

Shembulli 4. а) 2𝑎 3
𝑎 = 2𝑎 3

𝑎 ∙
𝑎
𝑎 = 2𝑎 3𝑎

𝑎! = 2𝑎 ∙ 1𝑎 3𝑎 = 2 3𝑎 , për a > 0,  

b) 4𝑎!𝑏!

𝑎!!1 !

!
= 2!𝑎!𝑏!

𝑎!!1 !

!
= 2𝑎𝑏!

𝑎2!1
∙ 𝑎

!!1
𝑎!!1 = 𝑏

𝑎!!1 2𝑎(𝑎! − 1) për a > 1 dhe b > 0 ,  

c) 1
𝑎+1 +

1
𝑎!+1 =

𝑎−1
𝑎!−1 +

1
𝑎!−1 =

𝑎−1+1
𝑎!−1 = 𝑎

𝑎!−1 ∙
𝑎!
𝑎!−1 =

1
𝑎!−1 𝑎(𝑎! − 1)  , 

për a > 1,  

ç) 
!
!

!4−!3

!4−!3
3

=
!
!

!3(!!!)
!3(!!!)

3
=
!
!
∙
!
!

!!!
!!!

∙
(!!!)2

(!!!)2
3

=
!

!!!
(𝑎 − 1)(𝑏 − 1)2

3  për 𝑎 ≠ 0  , 

𝑏 ≠ 0 dhe 𝑏 ≠ 1 ♦ 
Kur një rrënjë është shkruar në formën normale, shumëzuesi racional para shenjës së 

rrënjës quhet koeficient para rrënjës. Poashtu, dy ose më shumë rrënjë të shkruara në formën 
normale janë të ngjashëm nëse kanë koeficient të ndryshëm, d.m.th., kanë treguesin e njëjtë 
të rrënjës dhe shprehjen nën rrënjë të njëjtë.  

Detyra 1. Cilat prej këtyre rrënjëve janë të ngjashme?  

а) 3 dhe 12,   b) 𝑎
2 dhe 2

𝑎, për a > 0 ,  
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c) 3
8 , 45 dhe 216,   ç) 2 14 , 60 dhe 1

15 .  

Zgjidhje. Së pari të gjitha rrënjët i shkruajmë në formën normale, kurse pastaj 
kontrollojmë a janë të ngjashëm.  

а) 12 = 2! ∙ 3 = 2 3 , pra 3 dhe 12 = 2 3 janë të ngjashëm pasi dallohen vetëm te 
koeficientët para shenjës së rrënjës, d.m.th., koeficienti i 3 është 1, kurse koeficienti i 2 3 
është 2, 

b) 𝑎
2 =

𝑎
2 ∙

2
2 =

2𝑎
2  dhe 2

𝑎 =
2
𝑎 ∙

𝑎
𝑎 =

2𝑎
2  janë të ngjashëm pasi 2𝑎

2  ka koeficient 
!
!

, 

kurse 2𝑎
2  ka koeficient 

!
!

 ,  

c) 3
8 =

3
8 ∙

2
2 =

6
4  , 216 = 4 ∙ 9 ∙ 6 dhe 45 = 3! ∙ 5 = 3 5. Nuk janë të ngjashëm 

pasi 3 5. Nuk ka shprehje nënrrënjësore të njëjtë me dy rrënjët e tjera,  

ç) 2 14 ∙ 15 =
9
4 ∙ 15 =

3
2 15  , 60 = 4 ∙ 15 = 2 15  dhe 1

15 =
1
15 ∙

15
15 =

15
15  janë 

të ngjashme. ♦  
 

Detyra  
1. Nxirre shumëzuesin para shenjës së rrënjës:  

а) 50 ,  b) 0,024!  ,  c) !!!

!!
!  , për x,y > 0 , ç) 64𝑎!

81𝑏!"
!

 , 𝑏 ≠ 0 

2. Fute shumëzuesin nën shenjën e rrënjës:  

а) 2 ∙ 1
2 −

1
7

!
 ,      b) 3𝑎𝑏! 12

𝑎𝑏  për a,b > 0,  

c) 
!!!
!

!4−!3

!!!
 , për a > 0 ,   ç) 2𝑥

!

3
27𝑎!

4𝑥!
!

 , për 𝑥 ≠ 0.  

3. Rrënjët e dhëna shkruaji në formën normale:  

а) 𝑥−𝑦𝑥
1

𝑥𝑦−𝑦!  , për x > y > 0 ,  b) 2𝑏𝑐3𝑥𝑦
9𝑥!𝑦!
8𝑏𝑐  , për x,y,b,c > 0 ,  

c) 𝑎
𝑎!−2𝑎𝑏+𝑏!

!  , për 𝑎 ≠ 𝑏 ,   ç) 32
𝑎!

!
  , për 𝑎 ≠ 0 .  

4. Cilat prej këtyre rrënjëve janë të ngjashëm, për a,b > 0?  
а) 9𝑎!𝑏!!  dhe 27𝑎!𝑏!! ,    b) 50𝑎𝑏! dhe 120𝑎!,  

c) 27𝑏
𝑎!

!
 dhe 𝑎

𝑏!
!   . 

5. Vërteto se janë rrënjë të ngjashme  
!
!

𝑎3𝑏 , 
!
!

𝑎𝑏5 dhe 𝑎𝑏 1
𝑎!𝑏 , për a,b > 0 .  
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1.5. Operacionet me rrënjë  
 
Mbledhja dhe zbritja e rrënjëve 
Mblidhen, përkatësisht zbriten vetëm rrënjët e ngjashme. Poashtu operacioni përkatës 

(mbledhja ose zbritja) kryhet me koeficientët e tyre.  
Shembulli 1. а) 2 3 + 5 3 = (2 + 5) ∙ 3 = 7 3 ,  

b) (3 𝑎! + 5 8𝑎! − 11 27𝑎! = 3 𝑎! + 5 2!𝑎! − 11 3!𝑎! =  
= 3 𝑎! + 10 𝑎! − 33 𝑎! = (3 + 10 − 33) ∙ 𝑎!  , për a > 0 , 

c) 2 𝑎! + 3
𝑎 𝑎! − 3

𝑏 𝑏! + 𝑏 = 2𝑎 𝑎 + 3𝑎 𝑎 − 3 𝑏 + 𝑏 =  

= (2𝑎 + 3𝑎) 𝑎 + (−3 + 1) 𝑏 = 5𝑎 𝑎 − 2 𝑏 , për a,b > 0  

ç) 2𝑎 𝑎!𝑏!
− 3𝑎 𝑎𝑏!!

− 𝑎! 𝑏!
𝑎!

!
+ 2𝑏! 𝑎

𝑏!
! = 2𝑎 𝑎! ∙ 𝑎 ∙ 𝑏!

− 3𝑎 𝑎 ∙ 𝑏! ∙ 𝑏!
− 𝑎! 𝑏!∙𝑏

𝑎2 ∙ 𝑎𝑎 + 2𝑏!
! 𝑎

𝑏!
∙ 𝑏𝑏

!
=  

= 2𝑎! 𝑎𝑏!
− 3𝑎𝑏 𝑎𝑏!

− 𝑎𝑏 𝑎𝑏!
+ 𝑎𝑏! =  

= (2𝑎! − 3𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 + 2𝑏!) 𝑎𝑏! = (2𝑎! − 4𝑎𝑏 + 𝑎𝑏!) 𝑎𝑏! = 2 𝑎 − 𝑏 ! 𝑎𝑏!   , për a,b > 0 . ♦ 
 
Shumëzimi dhe pjesëtimi i rrënjëve  
Shumëzohen, përkatësisht pjesëtohen rrënjët të cilat kanë tregues të njëjtë të rrënjës. 

Poashtu operacioni përkatës (shumëzim ose pjesëtim) realizohen me shprehjet nënrrënjësore 
të tyre dhe prodhimi përkatësisht herësi ka tregues të njëjtë të rrënjës.  

 
Shembulli 2. а) 5! ∙ 2! = 5 ∙ 2! = 10!   

b) 𝑎 ∙ 𝑎! = 𝑎!! ∙ 𝑎!! = 𝑎! ∙ 𝑎!! = 𝑎!!  , për a > 0 , 

c) ( 8  ! : 2! = 8!!" ∶    2!!" =
2!

!

2!
!"

= 24!"   

ç) 2𝑎!

𝑏!
!

∶ 2𝑎
𝑏

!
= 2𝑎!

𝑏!
!!"

∶ 2𝑎
𝑏

!!"
= 8𝑎!

𝑏!
: 4𝑎

!

𝑏!
!"

=  

=    8𝑎!

𝑏!
∙ 𝑏

!

4𝑎!
!"

= 2𝑎!

𝑏!
∙ 𝑏

!

𝑏!
!"

= 1
𝑏 2𝑎!𝑏!!"  , për a,b > 0 . 

 
Fuqizimi dhe rrënjësimi i rrënjës  
Teorema vijuese i cakton rregullat për fuqizim dhe rrënjëzim të rrënjës.  

 
 Teorema. Nëse a është numër real pozitiv, kurse m dhe n janë numra natyrorë, atëherë 
vlejnë barazimet: 𝑎! !

= 𝑎!!  dhe 𝑎!! = 𝑎!∙!  . 
 

Me të vërtetë, për n fuqia e 𝑎! !
 kemi:  

 
Prej përkufizimit për rrënjë kemi se 𝑎!! = 𝑎! !

.  
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Ngjashëm, për nm fuqia e 𝑎!!
 kemi:  

 

Prej përkufizimit për rrënjë kemi se 𝑎!∙! = 𝑎!!   . ♦ 

Barazimin 𝑎! !
= 𝑎!!  e quajmë rregull për fuqizim të rrënjës, kurse 𝑎!! = 𝑎!∙!  

rregull për rrënjëzim të rrënjës.  
 

Shembulli 3.  

а) 2! !
= 16! = 2 2!  ,  

b) 𝑎!𝑏
!
= 𝑎!𝑏! = 𝑎!𝑏 𝑎𝑏  , për a,b > 0,  

c) 5! = 5!  , 

ç) 2 2 = 2 ∙ 2 = 2! ∙ 2 = 8!  ,  

d) 5𝑥 𝑥𝑦
!

= 5𝑥! ∙ 𝑥𝑦
!

= 25𝑥!! ∙ 𝑥𝑦! = 25𝑥!𝑦!  , për x,y > 0. ♦  

Detyra 1. Kryeji operacionet e shënuara:  

а) 16 2𝑥 ∙ 14 4𝑥!  , për x > 0 , 

b) 1
2

!
+ 2𝑎 + 2 𝑎

2 −
2
𝑎 ∙ 2𝑎 , për a > 0   

c) 8𝑎!𝑏!! − 𝑎𝑏 8𝑎!𝑏!! + 𝑎𝑏! 2𝑎!!! ∶ 2𝑎𝑏!  , për a,b > 0 

ç) 𝑎!! ∙ 𝑎!! ∶ 𝑎 𝑎 ∙ 𝑎!!!
 , për a > 0 . 

Zgjidhje. а) 16 2𝑥 ∙ 14 4𝑥! = 16 ∙ 14 ∙ (2𝑥)!! ∙ (4𝑥)!! = 4 2! ∙ 𝑥! ∙ 2! ∙ 𝑥!! =  

= 4 ∙ 2 ∙ 2𝑥!! = 8 2𝑥!!  , 

b) 1
2

!
+ 2𝑎 + 2 𝑎

2 −
2
𝑎 ∙ 2𝑎 = 

= 𝑎 1
2 ∙ 2𝑎 + 2𝑎 ∙ 2𝑎 + 2 𝑎

2 ∙ 2𝑎 −
2
𝑎 ∙ 2𝑎 =  

= 𝑎 𝑎 + 2𝑎 + 2𝑎 − 2 = 𝑎 𝑎 + 4𝑎 − 2   , 
c) 8𝑎!𝑏!! − 𝑎𝑏 8𝑎!𝑏!! + 𝑎𝑏! 2𝑎!!! ∶ 2𝑎𝑏! = 

= 8𝑎!𝑏!
2𝑎𝑏

!
− 𝑎𝑏

8𝑎!𝑏!
!

𝑎𝑏 !

!"

+ 𝑎𝑏! 2𝑎!𝑏
2𝑎𝑏

!
=  

= 4𝑎!𝑏!! − 𝑎𝑏 8𝑎!𝑏!!" + 𝑎𝑏! 𝑎!! = 𝑎𝑏! 2 − 𝑎𝑏 8𝑎!𝑏!!" + 𝑎𝑏! 𝑎!!  , 

ç) 𝑎!! ∙ 𝑎!! ∶ 𝑎 𝑎 ∙ 𝑎!!!
= 𝑎!! ∙ 𝑎!! ∶ 𝑎! ∙ 𝑎! ∙ 𝑎!!!

= 

=    𝑎!! ∙ 𝑎!! ∶ 𝑎! ∙ 𝑎! ∙ 𝑎!! = 𝑎! !
∙ 𝑎! !

𝑎!∙𝑎!∙ 𝑎! !

!"
  . ♦  
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Detyra  
1. Njehso:  

a) 2 + 3
!
 ,   b) 1 − 𝑎

! për a > 0,   c) 1 − 2 3
! , 

ç) 2 2 2 ,    d) 𝑎! 𝑎! 𝑎!!
 , për a > 0 .  

2. Njehso:  
а) 3𝑎 𝑎!! ∙ 2𝑎! 𝑎!  , për a > 0 ,  
b) 𝑎𝑏!! ∙ 𝑎!𝑏𝑐!!  , për a,b,c > 0 ,  
c) 6𝑎 𝑎! − 𝑏!! ∶ −3𝑎 𝑎 + 𝑏!  , për  𝑎 > 0, 𝑏 < 𝑎 

ç) 𝑎!𝑏!𝑐!! ∶ 𝑎𝑏!𝑐! , për a,b,c > 0. 
3. Njehso:  
а) 3 2 + 5 8 − 128 + 32 ,  

b) 𝑎 1
𝑎 + 2 𝑎 − 5 𝑎+1

𝑎−1 + (𝑎 + 1)
1

𝑎!!1  , për a > 1 ,  

4. Kryeji operacionet e shënuara:  

а) 12
25

244
15 38!!23!

!
 ,    b) 𝑎 𝑎!! + 𝑎! 𝑎!!!

− 2 𝑎! 𝑎!!!
 

5. Njehso: 𝑎! ∙ 𝑎!! ∶ 𝑎!! ∙ 𝑎!!!"  , për a > 0 . 
 

1.6. Racionalizimi i emëruesit të thyesës  
 

Në praktikë shpesh hasen shprehje të cilat te emëruesi përmbajnë të paktën një rrënjë. 
Mënyra me të cilën shprehjet e këtilla i shkruajmë me shprehje të cilat janë identike me ato 
dhe poashtu nuk përmbajnë rrënjë te emëruesi quhet racionalizimi i emëruesit të thyesës.  
Për të realizuar atë mënyra duhet emëruesin e thyesës ta zgjerojmë me shprehje të atillë ashtu 
që shprehja e re, te emëruesi, nuk do të përmbajë rrënjë.  

Nëse thyesa ka emërues 𝐴!! , ku m < n, atëherë e zgjerojmë me 𝐴!!!! , pasi prodhimi 
𝐴!! ∙ 𝐴!!!! = 𝐴 nuk përmban rrënjë.  

Shembulli 1. а) 
5
2 do ta racionalizojmë nëse thyesën e zgjerojmë me 2!!! = 2, pra  

kemi: 
5
2 =

5
2 ∙

2
2 =

5 2

22
=
5 2
!

 , 

b) 1
5!  do ta zgjerojmë me 5!!!! = 5!!  dhe kemi: 1

5! = 1
5! ∙

5!
!

5!
!

=
5!

!

5  

c) 3
𝑎!!!  së pari do ta nxjerrim shumëzuesin para shenjës së rrënjës, d.m.th., 3

𝑎! 𝑎5  , kurse 
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pastaj do ta zgjerojmë thyesën me 𝑎!!  , pra kemi: 3
𝑎! 𝑎! = 3

𝑎! 𝑎! ∙ 𝑎!!

𝑎!! = 3 𝑎!!

𝑎!  , për a > 0 . ♦ 

 
 

Nëse thyesa ka emërues të llojit 𝐴 + 𝐵, 𝐴 − 𝐵 , 𝐴 + 𝐵 ose 𝐴 − 𝐵 , atëherë e 
zgjerojmë me 𝐴 − 𝐵  , 𝐴 + 𝐵  , 𝐴 − 𝐵  , 𝐴 + 𝐵  përkatësisht, për ta shfrytëzuar 
formulën (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) = 𝑎! − 𝑏! . 

Shembulli 2. а) thyesën 5
3! 2

  do ta zgjerojmë me 3− 2, pra kemi:  

5
3! 2

= 5
3! 2

∙ 3− 2
3! 2

=
5 3− 2
3! 2 ∙ 3! 2

 . Te prodhimi i emëruesit mund ta shfrytëzojmë 

formulën (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) = 𝑎! − 𝑏! , pra kemi:  

 

b) 2𝑥!4𝑦𝑥! 2𝑦 =
2𝑥!4𝑦
𝑥! 2𝑦 ∙

𝑥! 2𝑦
𝑥! 2𝑦 =

2𝑥!4𝑦 𝑥! 2𝑦
𝑥!! 2𝑦 !

= 

te emëruesi fitohet shprehja e cila mund të thjeshtohet me numëruesin, pra kemi:  

=
2 𝑥−2𝑦 𝑥+ 2𝑦

𝑥−2𝑦 = 2 𝑥 + 2𝑦  , për x,y > 0 dhe 𝑥 ≠ −2𝑦 . ♦ 

Kjo do të thotë se nëse te emëruesi i thyesës kemi shprehje 𝐴 + 𝐵 , atëherë së pari mund ta 
zgjerojmë me 𝐴 + 𝐵, kurse pastaj me 𝐴 − 𝐵, por mund të punojmë edhe në këtë mënyrë: 
së pari ta zgjerojmë me 𝐴 − 𝐵, kurse pastaj me 𝐴! − 𝐵. Në mënyrë analoge realizohet 
edhe për thyesën me emërues 𝐴 − 𝐵. 

 

Detyra  
1. Racionalizo emëruesin e thyesës:  

а) 2
12!  ,    b) 23

5! 2
  ,  c) 𝑥𝑦

𝑥 𝑦!𝑦 𝑥  , për x,y > 0 dhe 𝑥 ≠ 𝑦 , 

ç) 𝑎
𝑎!!   , për a > 0,   d) 11! 7

11! 7
 ,  dh) 5

3!2 2
 ,  е) 𝑎

!!4𝑏!

𝑎! 2𝑏
 për a,b > 0, 

 
 

1.7. Fuqia me tregues numër racional  
 
 

 Përkufizimi. Nëse a është numër real pozitiv 𝑚𝑛  është numër racional ku m është numër 

i plotë, kurse n numër natyror, atëherë 𝑎
!
! = 𝑎!!  quhet fuqi me tregues numër racional. 

 

Posaçërisht, nëse m = 1, atëherë 𝑎
!
! = 𝑎! . 

Nëse i kemi parasysh operacionet me fuqi, atëherë vlejnë barazimet:  
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Shembulli 1. 2
!
! = 2  , 8!

!
! = 8!!!  , 64

!
! = 64!!  janë shembuj të disa fuqive të 

shkruara si rrënjë. ♦ 

Shembulli 2. ( 100 = 100
!
! , 8𝑎 !! = 8𝑎

!
! , 9𝑥!! = 3𝑥

!
! janë shembuj të disa 

rrënjëve të shkruara si fuqi. ♦  

Prej fuqisë me tregues numër i plotë veln 𝑎!! = 1
𝑎!  , pra 𝑎!

!
! = 𝑎

!
!

!!
= 1

𝑎
!
!

! =
1
𝑎
𝑚
𝑛
 . 

Sipas kësaj, vlen:   
 

 Teorema 1. Nëse a është numër real pozitiv dhe 𝑚𝑛  është numër racional, ku m është i 

plotë, kurse n numër natyror, atëherë 𝑎!
𝑚

𝑛 = 1
𝑎
𝑚
𝑛
 . 

 

E keni të njohur se shënimi i numri racional me thyesën 
!
!

. Nuk është i njëvlershëm. Për 

shembull, 34 =
6
8 =

9
12 , … Prej kësaj që për çdo numër pozitiv a vlejnë barazimet:  

𝑎
!
!

!∙!
= 𝑎!∙! dhe 𝑎

!∙!
!∙!

!∙!
= 𝑎!∙!, ku m është numër i plotë, kurse n dhe k janë 

numra natyrorë, mund të përfundojmë se numrat pozitivë 𝑎
𝑚
𝑛  dhe 𝑎

𝑚𝑘
𝑛𝑘  kanë të njëjtë nk fuqi. 

Kjo do të thotë se kur shkruajmë fuqi me tregues numër racional, paraqitja nuk varet prej asaj 
cila thyesë, është e barabartë me 

!
!

, do ta shfrytëzojmë.  

Shembulli 3. 9
!
! = 9!! = 9 = 9

!
! = 3  . ♦  

Shembulli 4. а) (−8)
!
! = −8! = −2 , kurse për 

!
!
=
!
!

 kemi:  

(−8)
!
! = −8 !! = 8!! = 2. Domethënë, fitojmë (−8)

!
! ≠ (−8)

!
! që nuk është e mundshme,  

b) −9
!
! = −9 nuk ka kuptim në bashkësinë e numrave realë. ♦ 

Vërejtje. Shprehja 𝑎
!
! , për a numër real negativ dhe 𝑛 ≠ 1 nuk është përkufizuar.  

 
 Teorema 2. Për çdo numër real pozitiv a dhe b dhe për çdo 

!
!

 dhe 
!
!

 numra racionalë, 

ku m dhe p janë të plotë, kurse n dhe q janë numra natyrorë, vlejnë këto barazime:  
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Me të vërtetë, prej përkufizimit për fuqi me tregues racional dhe rregullat për operacione 
me rrënjë, kemi: 

 
 

Detyra 1. Njehso:  

а) 81!,!" ,    b) 3!! ∙ 27
!
! ,    c) 1

16

!!,!"
+ 0,027

!
! + 1 6164

!!! ,    ç) 𝑎
!
! ∙ 𝑏

!
! ∶ 𝑎

!
! për a,b > 0 

 

Zgjidhje. а) 81!,!" = 3!
!
! = 3!! = 3 ose 81!,!" = 3!

!
! = 3!

!
! = 3! = 3  , 

b) 3!! ∙ 27
!
! = 1

3!
∙ 27! = 1

32
∙ 3 = 1

3 

c) 1
16

!!,!"
+ 0,027

!
! + 1 6164

!!! = 1
2

! !!! + 3
10

!!! + 5
4

!∙ !!! = 

= 1
2

!!
+ 3

10
!
+ 5

4

!!
= 2 + 9

100 +
16
25 =

273
100 = 2,73 , 

ç) 𝑎
!
! ∙ 𝑏

!
! ∶ 𝑎

!
! = 𝑎

!
!!

!
! ∙ 𝑏

!
! = 𝑎

!
!" ∙ 𝑏

!
!" = 𝑎!𝑏!

!
!" = 𝑎!𝑏!!"  

Detyra  
1. Shkruaji si rrënjë këto shprehje:  

а) 𝑥!
!
! ,   b) 𝑎!!,! ,   c) (𝑥 + 1)

!
! ,  ç) (𝑥 − 𝑦)!

!
! ,  d) (𝑎 − 𝑏)!!!  .  

2. Janë dhënë rrënjët të shkruara në formë të fuqive me tregues racional:  

а) 𝑎!  ,   b) 𝑎!!!!  ,   c) 1
𝑎! ,   ç) 𝑥!!!  ,   d) (𝑎 − 𝑏)!!!  

3. Kryeji operacionet e shënuara me fuqi:  

а) 𝑥
!
! ∙ 𝑥!

!
! ∶ 𝑥!!,!" ,   b) 𝑥

!
! − 𝑦

!
! 𝑥

!
! + 𝑦

!
!  ,   c) 9!

!
! + 0,25!

!
! . 

4. Njehso:  

а) 𝑥
!
! + 𝑦

!
! 𝑥

!
! − 𝑦

!
!  ,    b) 𝑥

!
! − 𝑥

!
! − 𝑥

!
! ∶ 𝑥

!
! ,  

c) 𝑥
!
! − 𝑦

!
!
!
 ,     ç) 𝑎

!
! + 1

!
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5. Thjeshtoje shprehjen:  

а) 𝑥
!
! + 𝑥

!
!
!!

 ,    b) 16𝑎
!
!𝑏!!

!
! 

 
 
 

1.8. Shprehjet iracionale  
Deri tani u njohtëm me këto gjashtë operacione me numra: mbledhje, shumëzim, zbritje, 

pjesëtim, fuqizim (me numër natyror dhe tregues të plotë) dhe rrënjëzim. Të gjitha këto 
operacione quhen, me emrin e përbashkët, operacione algjebrike, prej të cilave pesë të parat 
quhen edhe operacione algjebrike racionale, kurse rrënjëzimi – operacion algjebrik 
iracional.  

 
 Përkufizimi. Shprehjet te të cilat janë përfaqësuar numër herë përfundimtar vetëm 
operacione racionale, quhen shprehje racionale, kurse shprehjet te të cilat përveç 
operacioneve është përfaqësuar edhe operacioni rrënjëzim, quhen shprehje iracionale.  

 

Me emër të përbashkët shprehjet racionale dhe iracionale i quajmë shprehje algjebrike.  

Shembulli 1. Shprehjet racionale janë: 2𝑎𝑏 − 3𝑎!, 5𝑥!𝑦!! + 3, 𝑥
!𝑦!3
𝑥!!1  , kurse shprehje 

iracionale janë shprehjet: 2 + 3 , 5𝑥 − 𝑥𝑦!!  . ♦  

Shprehjet iracionale, njëjtë sikurse edhe racionale, mund të përmbajnë ndryshore, ose të 
mos përmbajnë ndryshore. Fushën e përkufizimit D të çdo shprehje iracionale, d.m.th., 
bashkësinë e vlerave të ndryshores (ndryshoreve) për të cilat shprehja iracionale e dhënë ka 
kuptim, do ta caktojmë prej kushteve: shprehja nënrrënjësore e rrënjëve me tregues çift të 
rrënjës të jenë jonegativ dhe emëruesi te shprehjeve të jenë të ndryshme prej zeros. 

Shembulli 2. Fushën e përkufizimit të shprehjes iracionale e 
!
!
+

!!!!!
!!!

  caktojmë prej 
kushteve: 𝑥 + 5 ≥ 0  , 𝑥 ≠ 0   dhe 𝑥 − 4 ≠ 0 , përkatësisht: 𝑥 ≥ −5, 𝑥 ≠ 0  dhe 𝑥 ≠ 4 . 
Domethënë, kemi 𝐷 = [−5,∞)\{0,4}. ♦  

Në të gjitha detyrat te të cilat duhet t’i kryejmë operacionet dhe t’i thjeshtojmë shprehjet, 
përveç nëse nuk është theksuar ndryshe, do të llogarisim se tanimë është caktuar fusha e 
përkufizimit të ndryshores (ndryshoreve). 

Detyra 1. Kryeji operacionet e shënuara dhe thjeshtoje shprehjen:  

а) −2𝑦 𝑥
𝑦!

! ∶ 3𝑥 𝑦
𝑥 ,     b) 1

1−𝑎
− 1+ 𝑎 ∶ 1

1!𝑎!
− 1  . 

Zgjidhje. а) Së pari ќе ја определиме дефиниционата област на изразите. Така, од 
!
!
≥ 0, следува дека y ≥ 0 и x > 0 , или y ≤ 0 и x < 0 . Јасно, од y2 ≠ 0 следува дека и y ≠ 0. 

Domethënë, x,y∈" \{0} dhe xy > 0. (SEGA) i sjellim rrënjët e dhëna në tregues të njëjtë të 
rrënjës, kurse pastaj njehsojmë herësin, pra kemi: 
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b) Për fushën e përkufizimit kemi  

1− 𝑎 > 0 d.m.th. 𝑎 < 1 ; 

1+ 𝑎 ≥ 0 d.m.th. 𝑎 ≥ −1 ; 
 

 1− 𝑎! > 0 d.m.th. −1 < 𝑎 < 1 dhe 

1− 1− 𝑎! ≠ 0 d.m.th. 𝑎 ≠ 0 . 

Domethënë, fusha e përkufizimit është 𝐷 = (−1,0) ∪ (0,1) . 
Për 𝑎 ∈ 𝐷, shprehjet i sjellim në emërues të përbashkët, kurse pastaj i thjeshtojmë:  

 
Te detyrat e këtij lloj duhet të zbatohen operacionet me rrënjë, në mënyrë korrekte të 

kryhen rend ii operacioneve dhe në fund rrënjët, nëse ka, të shkruhen në formën normale.  
 

Detyra  
1. Cakto fushën e përkufizimit të shprehjeve:  

а) 𝑥!! 𝑥+2
𝑥−3  ,    b) 𝑥+2! 𝑥!

𝑥+2  ,    c) 2𝑥−1+𝑥
𝑥+3

 ,  

2. Vërteto se: 1
2+ 3

+ 1
2− 3

= 4 

3. Kryeji operacionet e shënuara dhe thjeshtoje shprehjen:  

 
4. Kryeji operacionet e shënuara dhe thjeshtoje shprehjen:  

 

5. Cakto numrin natyror më të vogël, për të cilin është përkufizuar shprehja 𝑥+1
𝑥−1!  

 
DETYRA PËR PËRSËRITJE  

1. Njehso:  

а) 65! − 63! ,   b) 128!  ,   c) 0,0081!  ,   ç) 54! + 108! − 135!  

2. Cilat prej këtyre rrënjëve kanë kuptim në bashkësinë e numrave realë?  

а) −625!  ,   b) 3!

(−9)!
!

 ,  c) 7 − 1
3 +

2
5

!
 ,   ç) −3,25!  

3. Për cilat vlera të ndryshores x, rrënja ka kuptim?  
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а) 𝑥 + 5!  ,    b) 12 − 4𝑥!  ,  c) 𝑥+1
𝑥−2

!
 ,   ç) (2𝑥 − 4)(𝑥 + 6)!  

 
 
 

4. Thjeshto:  

а) (−6)!!  ,   b) 100
(−2)!

 ,   c) − 1
27

!!
 ,    ç) 16𝑥!!  , për 𝑥 ≤ 0.  

5. Rrënjët e dhëna zgjeroji me 5:  
а) 3!!  ,    b) 𝑎!𝑏!  , për a,b > 0 ,   c) (−3𝑥)!𝑦!!  për x,y > 0.  
6. Thjeshtoji rrënjët:  

а) 64!"  ,   b) − 1
3

!"
 ,   c) −6𝑥!" !"𝑦!"!  , për x,y > 0.  

7. Rrënjët e dhëna zgjeroji përkatësisht deri te shumëfishi më i vogël i përbashkët të treguesve 
të tyre të rrënjëve:  

а) 5 , 7!  dhe 2!  ,   b) ( 𝑎!𝑏!

5
!

 , 𝑎!𝑏!

4
!

 dhe 𝑎!𝑏
5

!
 për a,b > 0  

8. Rrënjët e dhëna thjeshtoji me pjesëtuesin më të madh të përbashkët të treguesve të tyre të 
rrënjëve, për a,b > 0:  
а) 81𝑎!!  , 64𝑎!"𝑏!!  dhe 25𝑎!"!" ,   b) 9𝑎!𝑏! , 81𝑎!𝑏!"!  dhe 25𝑎!"𝑏!!  . 
9. Njehso:  

а) −64 ∙ 𝑥!!  ,        b) 0,09
289  ,  c) 32𝑎!"

𝑏!"𝑐!"
!

 për 𝑏, 𝑐 ≠ 0,       ç) 𝑎!𝑏! ∙ 𝑎!𝑏!𝑐!" për a,b,c > 0 

d) 27𝑎!! ∙ 64𝑎!! ∙ 25𝑎! ∙ 5𝑎!! ,    dh) 8𝑥!𝑦!! ∶ 4𝑥𝑦!!  , për x,y > 0,   е) (𝑥−2)!

𝑥 𝑥!!3 !, për x > 0.  

10. Cakto për cilën vlerë të ndryshores x vlejnë barazimet:  
а) 3𝑥 + 2 ! = 3𝑥 + 2 ,     b) 4𝑥!(𝑥 + 1)! = 2𝑥 ∙ (𝑥 + 1) ,  
11. Nxirre shumëzuesin para shenjës së rrënjës:  

а) 90 ,   b) 0,054!  ,  c) 8𝑥!

𝑦!
!

 , për x,y > 0,   ç) 243𝑎!

64𝑏!"
!

   , 𝑏 ≠ 0 .    

12. Fute shumëzuesin nën shenjën e rrënjës:  

а) 5 ∙ 1
5 +

2
7

!
 ,   b) 𝑎+3𝑎!

𝑎!!𝑎!
𝑎+3  për a > 0,   c) 2𝑥

!

3
27𝑎!

4𝑥!
!

 , për 𝑥 ≠ 0.  

13. Rrënjët e dhëna shkruaji në formën normale:  

а) 6𝑎
!𝑏

5𝑐!
5𝑐!"

6𝑎!𝑏!
!

 , për a,b,c > 0,    b) 2𝑎𝑦3𝑥𝑏
9𝑥!𝑏!

8𝑎!𝑦!
!

  , për x,y,a,b > 0,  

14. Njehso, për 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0, 𝑏 < 𝑎:  

a) 7 + 2
!
 , b) 𝑎 − 𝑎!

!
,  c) 𝑎! 𝑎! 𝑎!!

  ,  ç) 4𝑎! 𝑎!! ∙ 2𝑎! 𝑎!  

d) 27𝑎! 𝑎! − 𝑏!! ∶ −9𝑎 𝑎 + 𝑏!   dh) 𝑎!𝑏!𝑐!! ∶ 𝑎𝑏!𝑐!  . 
15. Kryeji operacionet e shënuara:  

а) 23
64 +

5
48!!32!

!
 ,  b) 𝑎 𝑎 𝑎!!!

∙ 𝑎! 𝑎 𝑎!  , për a > 0 .  
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16. Racionalizo emëruesin e thyesës:  

а) 6
18!  ,   b) 10! 3

10! 3
  ,  c) 𝑥 𝑦!𝑦 𝑥

𝑥! 𝑦  për x,y > 0 dhe 𝑥 ≠ 𝑦 

 
 
 

17. Kryeji operacionet e shënuara:  

а) 8𝑎
!!

27𝑏!
!!!

 ,  b) 3
!
! − 5

!
! ∶ 2 − 15

!
! ∙ 2 + 15

!
!  ,  c) 5

!
!

!
!
−

2!!
!!

32 ∙ 46!! 

18. Cakto fushën e përkufizimit të shprehjeve:  

а) 𝑥!!1! 𝑥
𝑥−3 𝑥+1  ,    b) 3−2𝑥−𝑥

𝑥  . 

19. Kryeji operacionet e shënuar dhe thjeshtoje shprehjen:  

а) 3! 5
3! 5

! +
3+ 5
3! 5

!  ,    b)  1+𝑎
1−𝑎 +

1−𝑎
1+𝑎 ∶ 1− 𝑎!  ,  për 𝑎 ∈ −1,1  
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2. FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE NË TREKËNDËSHIN
KËNDDREJTË

 2.1. Funksionet trigonometrike të këndit të ngushtë 

Matja e këndeve  

Ekzistojnë mënyra të ndryshme për të shprehur madhësinë e këndeve. Deri tani, si njësi 
matëse për matjen e këndeve e shfrytëzojmë shkallën. 

Të përkujtohemi se një shkallë (1o) përkufizohet si 1/360 pjesë prej gjysmës së këndit 
të plotë. Njësi më të vogla janë një minutë (1′) e cila përkufizohet si pjesë 1/60 prej një 
shkalle dhe një sekondë (1′′) e cila përkufizohet si pjesë prej 1/60 një minute, përkatësisht 
pjesë prej 1/3600 një shkalle. 

Duke i shfrytëzuar raportet 
o11 ,

60
 ′ =  
 

o11 ,
3600

 ′′ =  
 

1o = 60′     dhe 1′ = 60′′ 

mund ta shndërrojmë madhësinë e këndit të dhënë në shkallë, minuta dhe sekonda në formë 
dhjetore të shkallëve dhe anasjelltas. 

Shembulli 1. Shndërrimi këndit 14o36′54′′ prej formës dhjetore.
o o

o o o o o o36 5414 36 54 14 14 0,6 0,015 14,615 .
60 3600

   ′ ′′ = + + = + + =   
   

 ♦ 

Пример 2. Shndërrimi këndit 72,568o në shkallë, minuta dhe sekonda.
       slika

Në vazhdimë do të futim njësi të re për matjen e këndeve. Pikërisht, madhësia e këndit 
qendror te vija rrethore te harku përkatës e ka gjatësinë të barabartë me gjatësinë e rrezes së 
asaj vije rrethore, quhet një radian dhe shënohet me 1 rad (fig 1). 

            Vlejnë këto rregulla për shndërrimin e një njësie matëse në tjetër:

• Shumëzoji shkallët me ,
180

π  për të shndërruar në radian. 

• Помножи ги радијаните со 180 ,°
π

 për të shndërruar në shkallë. 

Detyra 1. Shprehi në radian këndet të dhëna në shkallë: 
а) 30o   b) 100o11′15′′ 

0,52 rad
180 6

π πZgjidhje. а)  30o = 30 ⋅ = ≈

1 1b) 100o1115 100 11 15 1,7 rad.
180 60 180 3600 180

π π π′ ′′ = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ≈  ♦ 

Detyra 2. Shprehi në shkallë këndet të dhëna në radian: 

а) 0,2  b) 
3
π
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Реɲение. 

а) o o1800,2 0,2 11,5 11 30. ′= ⋅ ≈ ≈
π

b) o180 60 .
3 3
π π q

= ⋅ =
π

♦

SLQXVL� NRVLXVL� WDQJHQVL GKH NRWDQJHQVL SUHM NsQGLW Ws QJXVKWs 
'o të SërkuIi]ojmë katër Iunksione, të Tuajtura Iunksione triJonometrike të këndit të 
nJushtë, me ndihmën e trekëndëshit kënddrejtë� 7e trekëndëshi këndi Sranë kulmit është kënd 
i drejtë �����, kurse d\ të tjerat Sranë kulmeve janë kënde të nJushta �vi]atimi ��� %rinja  $% 
Sërballë këndit të drejtë Tuhet hiSotenu]ë� 1ëse e shënojmë me ș njëri të këndeve të nJushta 
te trekëndëshi, atëherë brinja %& Tuhet kateta e Sërballtë, kurse brinja $& Tuhet kateta e 
shtrirë Sër këndin ș�

7a shT\rtojmë trekëndëshin kënddrejtë $%& dhe seJmentet 
%�&�, %�&� dhe %�&� të Filat janë normale në katetën $& 
�vi]atimi ��� $to seJmente janë katetë të trekëndëshave 
kënddrejtë $%�&�, $%�&� dhe $%�&� të Filat kanë kënd të 
Sërbashkët Į me trekëndëshin kënddrejtë ABC.

7rekëndëshat kënddrejtë janë të nJjashëm, kurse 
trekëndëshat Sërkatës janë SroSorFional, Sërkatësisht vlen: 

1 3 31 2 2

1 2 3
,

B C B CB C BC
AB AB AB AB

= = = 31 2

1 2 3
,ACAC AC AC

AB AB AB AB
= = =

3 31 1 2 2

1 2 3

B CB C B C BC
AC AC AC AC

= = = dhe 31 2

3 31 1 2 2
.ACAC AC AC

B C BCB C B C
= = =

BC
AB

Tuhet VLQXV Srej këndit dhe shënohet me sinĮ Sërkatësisht  sin BC
AB

α =

AC
AB

Tuhet NRVLQXV Srej këndit dhe shënohet me FosĮ Sërkatësisht cos

%C
A&

α =

BC
AC

dhe

AC
BC

.ACTuhet NRWDQJHQV Srej këndit dhe shënohet me FtJĮ Sërkatësisht ctg
BC

α =

3araSrakisht Iunksionet e SërkuIi]uara të Filat e jaSin varësinë ndërmjet Jjatësive të 
brinjëve te trekëndëshit kënddrejtë dhe këndeve të tij të nJushtë Tuhen IXQNVLRQH 
WULJRQRPHWULNH� $to mund t¶i shSrehim edhe në këtë mën\rë:

Jjatësia e katetës së Sërballtë Sër Įsin
Jjatësia e hiSotenu]ës 

a
c

α = =

..........

SiSas kësaj, Sër këndin e dhënë Į,  raSortet  ndërmjet    9L]DWLPL��
Jjatësive të brinjëve Sërkatëse të trekëndëshave kënddrejtë 
Srej vi]atimit � janë konstante� 

3or, nëse ndr\shon madhësia e këndit Į atëherë do të ndr\shon edhe vlera e raSorteve� 
0e Ijalë të tjera, raSorti Srej Jjatësive të d\ brinjëve te trekëndëshi kënddrejtë varet Srej 
madhësisë së këndit të nJushtë të atij trekëndëshi� 3randaj, ato raSorte kanë marrë emra të 
veoantë

Tuhet WDQJHQV Srej këndit dhe shënohet me tJĮ Sërkatësisht 
tJ

α =

AC
AB
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JMDWsVLD H NDWHWsV Vs VKWULUs SsU Įcos b
c

α = =
JMDWsVLD H KLSRWHQX]sV F

JMDWsVLD H NDWHWsV Vs SsUEDOOWs SsU Į
JMDWsVLQs H NDWHWsV Vs VKWULUs SsU Į

atg
b

α = =

JMDWsVLD H NDWHWsV Vs VKWULUs SsU Į
JMDWsVLQs H NDWHWsV Vs SsUEDOOWs SsU Į

bctg
a

α = =

6KHPEXOOL 1. 3sU IXQNVLRQHW WULJRQRmHWULNH SUHM 
. sQGLW Ws QJXVKWs WH GUHMWNsQGsVKL $%&' WH YL]DWLmL 3 NHmL

sin ,b
d

� = cos ,a
d

� =
btg
a

� = .aGKH ctg
b� = ♦

'HW\UD 2. ÉVKWs GKsQs WUHNsQGsVKL NsQGGUHMWs NDWHWsW 
H Ws cLOLW MDQs 3 cm GKH 4 cm. &DNWRML IXQNVLRQHW 
WULJRQRmHWULNH (YL]DWLmL 4).

=JMLGKMH. 6LSDV WHRUHmsV Vs 3LWDJRUsV mXQG WD 
QMHKVRMms JMDWsVLQs H KLSRWHQX]sV. .HmL VH YL]DWLmL 5

2 2 2 ,c a b= + 2 2 23 4 ,c = + 2 25,c = 5.c =
3sU NsQGLQ Į JMHMms VH

3sin ,
5

α =
4cos ,
5

α =
3
4

tgα = GKH 4 .
3

ctgα =

3sU NsQGLQ ȕ JMHMms VH
4sin ,
5

β =
3cos ,
5

β =
4
3

tgβ = GKH 3 .
4

ctgβ = ♦

)XQNVLRQHW WULJRQRmHWULNH VLQXV GKH NRVLQXV MDQs SsUNXIL]XDU GKH SsU NsQGLQ ]HUR GKH  

NsQGLQ H GUHMWs mH: sin 0 = 0, cos0=1, sin 1
2
π

= GKH cos 0.
2
π

=

tg =0 0 GKH 0,
2

ctg

*MLWKDVKWX SsUNXIL]RKHW 
π

=

QGsUVD
2

tg π GKH ctg0 QXN MDQs SsUNXIL]XDU. 

......
1. 6KO\HM GKH SORWsVR NsWs WDEHOs

6KNDOOs 0 30 60 180 360

5DGLDQ
4
π

2
π 3

2
π

2. &DNWR IXQNVLRQHW WULJRQRmHWULNH SUHM NsQGLW Į WH WUHNsQGsVKL NsQGGUHMWs QsVH MDQs
GKsQs Ws G\ NDWHWsW�D�GKH�E�

a) a = 5, b =12    E) a = 3, b = 5,2.
         3. &DNWR IXQNVLRQHW WULJRQRmHWULNH Ws NsQGLW�Į�WH WUHNsQGsVKL NsQGGUHMWs QsVH MDQs GKsQs
NDWHWD�D�GKH KLSRWHQX]D�F��

a) a = 8, c =10 E) a = 9,8, c =12,6

9L]DWLPL��
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4. 1MHKVR V\SULQsQ H WUHNsQGsVKLW NsQGGUHMWs $%&, mH NDWHWsWsQ H GKsQD
1

a = 4 GKH sin
5

α = .

5. 1MHKVR SHULmHWULQ H WUHNsQGsVKLW NsQGGUHMWs $%&, mH KLSRWHQX]sQ H GKsQs
4c = 5 GKH cos
5

α = .

2.2. )XQNVLRQHW WULJRQRPHWULNH Ws NsQGHYH NRPSOHPHQWDUH

'\ NsQGH TXKHQ NRmSOHmHQWDUH QsVH VKXmD H W\UH sVKWs NsQG L GUHMWs. 3sU VKHmEXOO, Ws 
G\ NsQGHW WH WUHNsQGsVKL NsQGGUHMWs MDQs NsQGH NRmSOHmHQWDUH. 1sVH Į sVKWs QMsUL Ws NsQGHYH 
Ws QJXVKWD WH WUHNsQGsVKL NsQGGUHMWs $%& (YL]DWLmL 5), DWsKHUs NsQGL ȕ   90RíĮ sVKWs NsQGL L 

WLM  NRmSOHmHQWDU.  1sVH  Į  sVKWs GKsQs Qs UDGLDQ, DWsKHUs
2
π

−α sVKWs NsQGL L WLM NRmSOHmHQWDU.

.sQGL NRmSOHmHQWDU L NsQGLW 0R sVKWs NsQGL 90R, QGsUVD NsQGL NRmSOHmHQWDU L NsQGLW SUHM 90R

NsQGL SUHM 0R. 

DHW\UD �. &akto këndin komSlementar të këndit Į nëse: 

b) .
5
π

α =а) α = 37o

=JMLGKMH. .emi se 
a) 90 90 37 53� −α = � − q = q

b) 5 2 3 .
2 2 5 10 10 10
π π π π π π

− α = − = − = ♦

7e vi]atimi � të d\ këndet e nJushta Į dhe ȕ te trekëndëshi kënddrejtë $%& janë 
komSlementare� %rinja a është kateta e Sërballtë Sër këndin Į, kurse kateta e shtrirë Sër këndin 
ȕ, ndërsa brinja b është kateta e shtrirë Sër këndin ȕ� SiSas kësaj, Sër Iunksionet triJonometrike 
të këndeve Į dhe ȕ �me kusht α ≠ 0o dhe β ≠ 0o ), kemi se 

sin cos ,a
c

α = = β cos sin ,b
c

α = = β

,atg ctgα = = β .bctg tg
a

α = = β
b

Srej ku Iitojmë se
osin cos(90 ),a

c
α = = − α ocos sin(90 ),b

c
α = = − α

o(90 ),atg ctg
b

α = = − α o(90 ).bctg tg
a

α = = − α

9sUHMWMH. 3sU NsQGHW NRmSOHmHQWDUH 0o GKH 90o sVKWs H VDNWs VH 

6KHPEXOOL 2. 0H QMHKVLmLQ H GUHMWSsUGUHMWs ILWRMms VH 
o o o ocos 70 sin(90 70 ) sin 20 ,= − = o o o osin10 cos(90 10 ) cos80 ,= − =

,
6 2 6 3

tg ctg ctgπ π π π = − = 
 

.
6 2 6 3

ctg tg tgπ π π π = − = 
 

♦

9L]DWLPL �



` 

27 

Detyra 3. Thjeshtoje shprehjen:  

a) o osin 40 4cos50+ б)  3 20 4 70
5 20 70
tg ctg
tg ctg

+
−

 

 

Zgjidhje. Me zbatimin e formulave për gjetjen e funksioneve trigonometrike të 
këndeve komplementare gjejmë se

а) o o o o osin 40 4cos50 cos(90 40 ) 4cos50+ = − + =  
o o ocos50 4cos50 5cos50= + =

б) 3 20 4 70 3 20 4 (90 70 )
5 20 70 5 20 (90 70 )
tg ctg tg tg
tg ctg tg tg

+ + −
= =

− − −

   

   

 

            3 20 4 20 7 20 7 .
45 20 20 4 20

tg tg tg
tg tg tg

+
= = =

−

  

  

 ♦ 

 Detyra 4. Njehso këndin α, nëse SLIKA
      Zgjidhje. Me zbatimin e formulave për gjetjen e funksioneve trigonometrike të këndeve 
komplementare gjejmë se 

S L I K A

prej ku vijon se SLIKA  
Me njehsimin e drejtpërdrejtë fitohet se α = 60o. ♦ 

Detyra 5. Njehso, me shfrytëzimin e kalkulatorit
а) sin 24° +  cos34°   б) tg67° −  4ctg77°  
Zgjidhje.  а) sin 24° +  cos34° ≈  0, 406737 + 0,829038 =1, 235775 . 
б) tg67° −  4ctg77°  ≈  2.355852   4  − ⋅  0, 230868 = 1.43238 . ♦ 

Detyra

1. Njehso vlerat e këtyre funksioneve trigonometrike: 
а) ocos57  преку  osin 33 b) sin 77.77o  преку  cos12, 23o 

18
c) ctg 5

π преку  2
9

tg π  
2ç) tg   π
   1,0785 − 

 
 преку  1,0785 .ctg  

2. Njehso këndin α, nëse dihet se: 
b) tg35°  =  ctg(α  −15°). a) cos(α +100)  =  sin300

3. Thjeshto shprehjet: 

а) 




35sin2
55cos535sin3 + b) 2 2

sin 40 cos50 .
sin 40 cos 50

⋅
+

 

 

4. Nëse α  + β  =  90o , thjeshto shprehjet
a) sin cosα + β b) sin α − cosβ v) sin   α + c2 2os  β. 
5. Nëse α  + β  =  90o , ( α ≠ 0o и β ≠  0o ), Njehso vlerën e shprehjes: 

a) sin
cos

α
β

б) tg
ctg

α
β

в) sin cos .
sin cos

α + α
β + β
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2.3. 9OHUDW H IXQNVLRQHYH WULJRQRPHWULNH
Ws GLVD NsQGHYH 

*jatë ]Jjidhjes së Sroblemeve të ndr\shme në Jjeometri shIr\të]ohen Iunksionet 
triJonometrike të këndeve ���, ��� dhe ���� 3ër njehsimin e Iunksioneve triJonometrike të 
kët\re këndeve do t¶i shIr\të]ojmë vetitë e Iunksioneve triJonometrike të këndeve 
komSlementare� 
7a shT\rtojmë trekëndëshin barakrahas $%& me brinjë � Fm 
�vi]atimi ��� 3rej Jjeometrisë dihet se lartësia $' e lëshuar Srej 
kulmit $ SaraTet njëkohësisht simetrale të këndit Sranë kulmit $ si 
edhe simetrale e brinjës së Sërballtë %&� SiSas kësaj, kemi se 

1 1
2 2

BD BC= = ⋅2=1 dhe

o o1 1 60 30 .
2 2

DAB CAB� = � = ⋅ =

0e ]batimin e teoremës së 3itaJorës Sër trekëndëshin 
kënddrejtë te vi]atimi �, Iitojmë se $%'

2 2 2
AD B+ D A= B

Srej ku vijon se
2 2 22 1 3,AD = − = односно 3AD =

7ani mund t¶i njehsojmë vlerat e Iunksioneve 
triJonometrike Sër këndet në trekëndëshin $%' 
*jejmë se

1sin 30 ,
2

DB
AB

= =D

1cos 60 sin 30
2

= =D D

3cos30 ,
2

AD
AB

= =D

3sin 60 cos30
2

= =D D

1 330
3 3

DBtg
AD

= = =D

360 30
3

ctg tg= =D D

330 3
1

ADctg
BD

= = =D 60 30 3.tg ctg= =D D

3ër t¶i njehsuar vlerat e Iunksioneve triJonometrike Srej 
këndit ��� konstruktojmë trekëndësh barakrahas kënddrejtë me 
brinjë � Fm �vi]atimi ��� .ëndet e tij të nJushta janë nJa ���� 
SiSas teoremës së 3itaJorës hiSotenu]a

2.AB =

3rej SërkuIi]imit të Iunksioneve triJonometrike 
vijon se

1sin 45
22

q = = =
2 cos 45�

1dhe tg 45� =
1

=1 = ctg 45 q

9lerat e Iituara Sër Iunksionet triJonometrike mund t¶i SaraTesim në tabelë:

9i]atimi 7

9i]atimi 8

9i]atimi 9
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Shkallë Radian sin cos tg ctg 
0o 0 0 1 0 / 

30° 
6
π

2
1

2
3

3
3 3

45° 
4
π

2
2

2
2 1 1 

60° 
3
π

2
3

2
1 3

3
3

90o 

2
π 1 0 / 0 

Detyra 1. Njehso vlerën e shprehjes 
 cos 45 °· cos 30° − sin 45°·sin 30°. 

Zgjidhje. Kemi se  
2 3 2 1 cos 45 · cos 30 sin 45 ·sin 30

2 2 2 2
° ° − ° ° = ⋅ − ⋅ =

6 2 6 2 .
4 4 4

−
− =  ♦ 

Задача 2. Провери дали е точно равенството 
 2 2 2 24sin 60 4cos 60 60 30 .tg ctg+ = +     

Решение. Бидејќи 30 60 ,ctg tg° = °  добиваме дека 
  2 2 2 260 30 2 60 2( 3) 6.tg ctg tg+ = ⋅ = =    

Од друга страна имаме дека  

 
2 2

2 2 3 1 3 34sin 60 4cos 60 4 4 4   4  3+1= 4.
2 2 4 4

   + = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =       

 

Pasi vlera e anës së majtë është e ndryshme prej vlerës së anës së djathtë 4 ≠ 6, 
përkatësisht përfundojmë se

2 2 2 24sin 60 4cos 60 60 30 .tg ctg+ ≠ +     ♦ 

Detyra 3. Gjeje vlerën e shprehjes 
α

α
sin1

2cos
+

 за 30 .α = °  

Zgjidhje. Për vlerën e shprehjes gjejmë se 
1 1

cos 2 cos 2 30 cos 60 cos 60 12 2 .1 31 sin 31 sin 30 1 sin 30 1 cos 60 1
2 2

α ⋅
= = = = = =

+ α + + + +

  

  

 ♦ 

Të vërejmë se si sillen funksionet trigonometrike prej këndit të ngushtë kur rritet prej 0° 
deri 90°. 

1. Vlera e sinusit prej këndit të ngushtë rritet kur këndi zmadhohet. Me fjalë të tjera, 
kemi se vlera e funksionit sinα rritet prej 0 deri 1 kur vlera e argumentit α rritet prej 0° deri 
90°. 

2. Vlera e kosinusit prej këndit të ngushtë bie kur këndi zmadhohet. Me fjalë të tjera, 
kemi se vlera e funksionit cosα bie prej 1 deri 0 kur vlera e argumentit α rritet prej 0° deri 90°

3. Vlera e tangensit prej këndit të ngushtë rritet kur këndi zmadhohet. Me fjalë të tjera, 
vlera e funksionit rritet duke filluar prej 0 dhe është numër real jonegativ, kur vlera e 
argumentit α rritet duke filluar prej 0o dhe është më e vogël se 90°.
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4. 9lera e Iunksionit FtJĮ bie deri � dhe është numër real jo neJativ, kur vlera e 
arJumentit Į është më e madhe Srej �� dhe rritet deri ���� 

DHW\UD

1. 1jehso vlerën e shSrehjes:
a) DD 30cos30sin 22 + b) sin 2 45 + cos2 45

c)
D

D

60cos1
130sin

+
+ 45 .

60 45
o) tg30 ctg

ctg tg
+
+

D D

D D

b) S/I.A
�. 1jehso: 
D� S-*,"

�. 1jehso vlerën e shSrehjes:

a)
D

D

30sin1
30sin1

−
+ б) 60 45

1 60 45
ctg tg

tg tg
+

− ⋅

D D

D D

c)
D

D

30
145sin4

2

2

ctg
+

4. .rahasoji vlerat e dhëna të Iunksioneve triJonometrike:
а) sin 35o dhe sin 67o

c) tg36o dhe tg58o
b) cos 40o dhe cos 23o

         o) ctg73o dhe ctg39o

5. .rahasoji vlerat e dhëna të Iunksioneve triJonometrike: 
а) sin 45o17′20′′ и sin 45o39′34′′
c) tg56o23′55′′ и tg56o12′56′′

b) cos 40o55′ и cos 40o12′12′′
            o) ctg73o55′77′′ и ctg39o33′6′′.

2.4. Врɫɤа ɦеѓу тригоноɦетриɫɤите ɮунɤции од иɫт агол 

Éshtë e njohur se te trekëndëshi kënddrejtë $%& �vi]atimi ��� vlen bara]imi 

a 2 + b2 = c 2 . 1ëse këtë bara]im e Sjesëtojmë me c2 Iitojmë
222

c
c

c
b

c
a

2 + 2 = 2 , Sërkatësisht

12

2

2

2

=+
c
b

c
a . siSas kësaj, kemi se

1
22

=





+








c
b

c
a

c
a    3asi       = sin α dheb

c = cos α, me ]ëvendësim te bara]imi i 

Iundit, kemi
1cossin 22 =α+α (1)

SKHPbXOOL �. 3ër shembull, Sër α = 300 , kemi se
22

2 2 1 3 1 3 4sin 30 cos 30 1
2 2 4 4 4

  + = + = + = =       
. i

0e shIr\të]imin e bara]imit ��� mund ta shSrehim Iunksionin sinus Srej oIarëdo këndi 
të nJushtë nëSërmjet kosinusit Srej atij këndi, dhe anasjelltas, Sërkatësisht

=αsin 21 sin .1− cos2 α dhe   cos α = − α

9i]atimi 10
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5
4sin =α .Detyra 2. Njehso vlerën   cosα,  nëse 

Zgjidhje. Kemi se 

.
5
3

25
9

25
161

5
41sin1cos

2
2 ==−=






−=α−=α ♦ 

Detyra 3. Thjeshtoje shprehjen (1+cos  ) ⋅ (1α − cosα ).  
Zgjidhje. Me këtë detyrë do të tregojmë se si barazimi (1) mund të shfrytëzohet për 

thjeshtimin e shprehjeve. Pikërisht, kemi se

Për trekëndëshin kënddrejtë ABC (vizatimi 10) kemi se:

b
tgα = 

a  dhe
a
bctg =α

Nëse i pjesëtojmë numëruesin dhe pjesëtuesin e anëve të djathta prej barazimeve të sipërme 
me c(c ≠ 0) ke mi se  

  dhe (2) 

Nëse shumëzohen tgα dhe ctgα fitojmë edhe një barazim 

1=α⋅α ctgtg (3) 

Shembulli 4. Me njehsimin direkt fitohet se 

( )2

0 0
33 360 60 3 1

3 3 3
tg ctg⋅ = ⋅ = = = . ♦

Detyra 5. Njehso vlerën tgα, ако ctgα = 2. 

Zgjidhje. Prej                   fitojmë se .
2
1

=αtg ♦

Me ndihmën e lidhjeve themelore ndërmjet funksioneve trigonometrike të këndeve të 
ngushta të dhëna me barazimet (1), (2) dhe (3), nëse është e njohur vlera e njërit prej tyre, 
mund të njehen vlerat e tre funksioneve tjera.

Detyra 6. Nëse 
5

sin α = 
4 , sa është cos α?

Zgjidhje. Kemi se 

 
5
3

25
9

25
161

5
41sin1cos

2
2 ==−=






−=−= αα . ♦ 

Detyra 7. Nëse tgα = 2, пnjehso funksionet e tjera trigonometrike të këndit α . 

Zgjidhje. Prej barazimit α=
α tgsin vijon se 2

cos
sin

=
α
α ,përkatësisht 

cosα
sin α = 2cosα . Nga ana tjetër, sin2 α + cos2 α = 1, pra kemi se 
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( ) 1cos5coscos4coscos2 22222 =α=α+α=α+α .

SiSas kësaj, 
5

cos2 α =
1 ,  Sërkatësisht 0ë tej njehsohet se

5
52

5
2

5
4

5
11cos1sin 2 ===−=α−=α dhe

2
11

=
α

=α
tg

ctg .i

DHW\UD

1. 1jehso Iunksionet e tjera triJonometrike, nëse është dhënë: 

5
4

=αtg c) ctgα = 0, 41.a)

2. 7hjeshtoji shSrehjet: 

b) sin2 α −1 c)
2

2
cos .

1 sin
α

− α
a) 1− cos2 α

3. 9ërteto se: 

б) sin2 α ⋅ (1+ ctg 2α)+ cos2 α ⋅ (1+ tg 2α)= 2.
4. 9ërteto se Sër të Jjitha këndet e nJushta vlen:

a) 2 2 2 2sin sintg tgα ⋅ α = α − α .b�

5. ShSehi
а) cos α ⋅ ctgα me ndihmën e sin α b)� � � � � � � � � � � � � � me ndihmën e ctgα.

6. 1ëse .
cos2sin3

cossin5
α+α

α+α

2.5. =JMLGKMD H WUHNsQGsVKLW NsQGGUHMWs GKH ]bDWLPL 

/e të jenë a, b dhe F brinjët e trekëndëshit kënddrejtë $%& 
�vi]atimi ���, dhe le të jenë Į dhe ȕ këndet e tij të nJushta� 

$tëherë kemi se
α + β = 900 dhe a2 + b2 = c2 .

3ërveo kësaj, Srej SërkuIi]imit të Iunksioneve triJonometrike 
kemi se

α= sin
c
a ,       α= cos

c
b , α= tg

b
a

β= cos
c
a , β= sin

c
b , β= ctg

b
a

.ëto relaFione do t¶i shIr\të]ojmë Sër njehsimin e elementeve themelore të trekëndëshit 
kënddrejtë, brinjët dhe këndet e tij, në rastin kur është dhënë:

x një brinjë dhe një kënd,
x d\ brinjë.

7ë ]Jjidhet trekëndëshi kënddrejtë do të thotë të njehsohen të Jjithë elementet e tij themelor 
në ba]ë të elementeve të dhëna, Srej të Filave të Saktën njëri është brinjë� 

9i]atimi 11

D� sin� Į FtJ� Į� Fos� Į tJ� Į �

njehso vlerën e shSrehjes
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Detyra 1. Të zgjidhet trekëndëshi kënddrejtë me hipotenuzë c = 93cm dhe këndi 
α = 42o23.

Zgjidhje. Duhet t’i njehsojmë të dy katetët a dhe b dhe këndin e ngushtë β. 
Me njehsim të drejtpërdrejt për këndin kemi

β  =  90o − α  =  90 −  42o o 23 =  47′ ′37o . 
Për ta njehsuar katetën a, së pari njehsojmë sin 42,3833o = 0,67409, por pastaj  prej  

a = c ⋅ sin α = 93 ⋅ 0,67409 ≈ 63 gjejmë se a ≈ 63cm. Katetën b mund ta njehsojmë me 
ndihmën e hipotenuzës dhe kosinusit prej këndit α ose me zbatimin e teoremës së Pitagorës. 

Mënyra I.    =b c ⋅cos α = 93 ⋅cos 42,3833o = 93 ⋅0,73865, përkatësisht b ≈ 69cm. 

Mënyra II b =   932 − 632 ≈ 69cm.♦ 
Detyra 2. Të zgjidhet trekëndëshi kënddrejtë katetët e të cilit janë a = 21cm dhe b = 

15cm. 
Zgjidhje. Duhet të njehsohet hipotenuza dhe të dy këndet e ngushta. 
Hipotenuzën e njehsojmë me zbatimin e teoremës së Pitagorës  

.256101521 2222 cmbac ≈=+=+=  
Këndin α do ta caktojmë me ndihmën e funksionit tangens. Prej kushtit  

4,1
15
21

===α
b
atg  Njehsojmë se α ≈ 54o 28′. Për këndin β njehsojmë se

β  =  90o − α  ≈  9 0   − 54o o28′,përkatësisht β ≈ 35o32′. ♦ 
Detyra 3. Të zgjidhet trekëndëshi kënddrejtë me katetët b = 53cm dhe këndi β = 64o.  
Zgjidhje. Sipas kushteve te detyra duhet ta njehsojmë këndin tjetër të ngushtë, katetën dhe 
hipotenuzën. Njehsojmë  α  =  90o −β  =  90 −  64o o =  26o 
dhe a = b ⋅ tgα = 53 ⋅ tg26o = 53 ⋅0, 48773 ≈ 26, përkatësisht a ≈ 26cm. Од b = c sin β gjejmë 

se 
89879,0
53

64sin
53

sin
≈=

β
=



bc ,  përkatësisht c ≈ 59 cm. ♦ 

Detyra 4. Të zgjidhet trekëndëshi kënddrejtë me katetën a = 37cm dhe hipotenuzën      
c = 48cm.  

Zgjidhje. Duhet të njehsohen këndet α dhe β dhe kateta b.  

Prej kushtit 77083,0
48
37sin ===α

c
a  kemi se α ≈ 50, 42878o , përkatësisht 

α ≈ 50o25′44′′ и β  =  90 − α  ≈  39o o 34′16′′. 
 =b c ⋅sinβ =  48 ⋅sin 39o 34′16′′ ≈  48 ⋅0,63704 ≈ 31 gjejmë se b ≈ 31cm. ♦ 

Zgjidhja e trekëndëshit kënddrejtë gjen zbatim të madh në zgjidhjen e detyrave nga 
fusha e planimetrisë, por edhe prej jetës së përditshme. Zbatimin e këtillë do ta ilustrojmë me 
disa shembuj.

Detyra 5. Njehso brinjën e rombit nëse është dhënë këndi i 
tij i ngushtë  α = 66o dhe një diagonale.

.341 cmd =   
Zgjidhje. Le të jenë dhënë këndi α te kulmi A dhe 
diagonalja d1 e tërhequr prej atij kulmi (vizatimi 12).  

Vizatimi 12 

Prej 
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Prej trekëndëshit kënddrejtë ABS kemi se 
1 cos ,

2 2
d a α

= ⋅  prej ku gjejmë se 

17 = a ⋅cos33o . Me njehsimin e drejtpërdrejt fitojmë se

.203
83863,0
17

33cos
17 cma ≈==



♦         

Detyra 6. Njehso largësinë ndërmjet pikave A dhe B 
të cilat gjenden në anë të ndryshme të një lumi (figura. 13). 

Zgjidhje. Te pika A konstruktojmë kënd të drejtë 
BAM. Në fund të atij këndi marrim pikën C dhe e masim 
këndin.ACB. Madhësia e atij këndi le të jetë α = 49o. E 
masim largësinë ndërmjet pikave A dh C dhe ajo le të jetë  
d = 28m. Atëherë kemi se 

           AB = d ⋅ tgα = 28 ⋅ tg49o ≈ 28 ⋅1,15037 ≈ 32,
односно AB ≈ 32 m.♦ 

Detyra 7. Druri e ka hijen e gjatë 4,8m kur rrezja 
e diellit formon kënd prej 38020' сme sipërfaqen e Tokës. Cakto 
lartësinë e drurit.

 Zgjidhje. Do të konstruktojmë trekëndësh kënddrejtë me 
kënd të drejtë ndërmjet drurit dhe sipërfaqes së Tokës, prej ku lehtë 
fitohet se lartësia e drurit
  h    4,8= ⋅ tg38020'   4,8≈ ⋅0,7906    3≈ ,79m (Vizatimi 14). 
 Detyra 8. Shkallët e zjarrfikësve gjenden në largësi 2,8m 
prej murit. Cakto gjatësinë e shkallëve nëse këndi ndërmjet 
shkallëve dhe dyshemesë është  65040' . 
 Zgjidhje. Do të konstruktojmë trekëndësh kënddrejtë me 
këndin e drejtë ndërmjet murit dhe dyshemesë. Atëherë gjatësia e 
shkallëve është  

0
2,8 2,8

0,69879cos65 40'
l = ≈ ≈ 4m  (Vizatim 15). 

 Detyra 9. Te vizatimi 16 është 
paraqitur amplicimi i injeksionit në 
ind 2cm, amplicirimi është nën këndin 
e drejtë prej 45o, atëherë cila thellësi 
duhet të gjendet gjilpëra?

0sin 45
2

2 cm

Zgjidhje. Sipas vizatimit 

= 
x ,     prej ku fitohet se        x    2= sin 450⋅ = . 

 Detyra 10. Te incizimi i rentgenit te vizatimi 17 vërehet 
thyerja e ashtit te qeni. Gjatësia e ashtit të qenit është 30cm. 
Sa duhet të jetë gjatësia e plakës sipas të dhënave të incizimit?
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Zgjidhje. Sipas incizimit fitohet se cos300

30
= 

x , prej ku vijon se 

0 330 cos30 30 15 3 25,98cm
2

x = ⋅ = ⋅ = ≈ . Kjo do të thotë se pllaka duhet të ketë gjatësi prej

25,98cm . 

Detyra 
       Të zgjidhet trekëndëshi kënddrejtë ABC nëse: 
1. o36,2 ,α =  68cm.c = 2. o15,8 ,β =  12,2cm.c =

3. o65,4 ,β = 2,35cm.a = 4. o82 ,α =  246cm.b =
5. 230cm,a =  320cm.c = 6. 52,5cm,a =  28cm.b =
7. Rrezja e vijës rrethore është 13cm, gjatësia e kordës AB është 10cm. Njehso 

madhësinë e këndit.AOB 
8. Lartësia e trapezit barakrahas është 6cm, kurse bazat kanë gjatësi 4cm dhe 20cm, 

përkatësisht. Njehso këndet e trapezit.

DETYRA PËR PËRSËRITJE 
1. Shndërroi në shkallë, minuta dhe sekonda këndet:

a) o34,41  b) 18,27o  c) 23,67o. 
2. Shndërroi në dhjetore shkallët e këndeve:
a) o36 25 36′ ′′         b) 45o 11′19′′             c) 73o 52′25′′. 
3. Shndërroi në radian këndet:       a) 25o     b) 62o 15′         c) 35o 5′38′′. 

7π      b) 1,27     c) 0,45. 
12

4. Shndërroi në shkallë këndet të dhëna në radian:              a)

5. Njehso vlerën e shprehjes: 

a)  
o o

o o
sin 30 cos30
5 60 30ctg tg

−
⋅

          b)  
o

2 o
45

2cos 30 1
tg

−
           c)  

α−
α⋅α

cos1
ctgtg , за 0.α ≠

6. Gjej këndin α për të cilin vlen: 
a) sin α = cos 65o

c) sin(α + 200) =  sin 500

b) cos α = sin 42o 50′′  
ç) tg(α −15 )  = ctg(o oα + 25 ). 

7. Пресметај ја вредноста на останатите тригонометриски функции, ако е дадено:

5 5 5
a) sin α =

4          b) cosα =   
3         c) tgα =   

3               ç) 
25
7

=αctg

8. Njehso vlerën e shprehjes: 

a) 4tgα + 5cos α,Nëse
5
3sin =α

cos 3sinb) 2sin α + cos α  ,α − α
 Nëse tgα = 2.  

9. Zgjidhe trekëndëshin kënddrejtë ABC, nëse janë dhënë: 
a) α = 36o2′,  c = 68 
c) β = 85o 10′,   b = 0,62

b) β =  64o20′,   a = 450                        
ç)  a = 230,   c = 320         

10. Te trapezi barakrahas, janë të njohura baza a, krahu c dhe këndi α pranë bazës. 
Njehso bazën tjetër dhe lartësinë e trapezit. 

11. Shkallët e zjarrfikësve gjenden në largësi 12cm prej murit. Cakto gjatësinë e 
shkallëve nëse këndi ndërmjet shkallëve dhe dyshemesë është  650 '40 . 



_____________________________________________________________________________________ 
36 

 
 

3. NUMRAT KOMPLEKS 
 

3.1. Koncepti për numrin kompleks 
 

	   Barazimi	  𝑥! = −1	  nuk	  ka	  zgjidhje,	  pasi	  nuk	  ekziston	  numër	  real	  katrori	  i	  të	  cilit	  është	  
numër	   negativ.	   Për	   ta	   zgjidhur	   këtë	   barazim	  𝑥! = −1	   bashkësinë	   e	   numrave	   realë	   do	   ta	  
zgjerojmë	  deri	  te	  bashkësia	  e	  re	  e	  numrave,	  te	  e	  cila	  barazimi	  i	  dhënë	  ka	  zgjidhje.	  Për	  këtë	  
qëllim,	  futim	  simbol	  të	  ri	  i,	  i	  cili	  sipas	  përkufizimit	  do	  të	  ketë	  vetinë	  𝑖! = −1.	  Kështu,	  fitojmë	  
bashkësi	  të	  re	  e	  cila	  i	  përmban	  numra	  realë	  dhe	  simbolin	  i	  dhe	  në	  të	  cilën	  barazimi	  𝑥! = −1	  
ka	  zgjidhje.	  
 Përkufizojmë elementet e bashkësisë së re të jenë të gjitha shënimet formale të formës a 
+ bi, ku a dhe b janë numra realë, të quajtur numra kompleks. Kështu, bashkësia e përkufizuar 
quhet bashkësia e numrave kompleks dhe shënohet me ℂ. Numri i ri i për të cilin 𝑖! = −1 
quhet njëshe imagjinare. Sipas kësaj,  

  ℂ = {𝑎 + 𝑏𝑖|𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} . 
 Çdo numër real a do ta barazojmë me numrin kompleks 𝑎 + 0𝑖, duke venduar 
𝑎 = 𝑎 + 0𝑖. Në këtë mënyrë mund të llogarisim se bashkësia e numrave realë ° është 
nënbashkësi prej bashkësisë së numrave kompleks ℂ. 

 Shënimi 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 quhet formë algjebrik ose standarde e numrave kompleks. Numri 
a quhet pjesa reale, kurse numri b quhet pjesa imagjinare. Poashtu i shfrytëzojmë shënimet 
𝑎 = Re(𝑧) dhe 𝑏 = Im(𝑧). Me marrëveshje 𝑎 + (−𝑏)𝑖 = 𝑎 − 𝑖𝑏. 

 Detyra 1. Cakto pjesën reale dhe imagjinare të numrit kompleks z nëse:  

 a) 𝑧 = 4+ 7𝑖   b) 𝑧 = − 1
3 + 2𝑖    c) 𝑧 = −4       ç) 𝑧 = 0 

 Zgjidhje. a) Re(𝑧) = 4 dhe Im(𝑧) = 7  b) Re(𝑧) = − 1
3  dhe Im(𝑧) = 2  

 c) Re(𝑧) = −4 dhe Im(𝑧) = 0   ç) Re(𝑧) =   Im(𝑧)   = 0. ♦ 

 Numri kompleks z ashtu që Re(𝑧) = 0 lexohet numri i pastër imagjinar. Sikurse 
theksuam, numri kompleks z ashtu që Im(𝑧) = 0 është numër real.  

 Shembulli 2. Numrat kompleks 𝑧 = − 2 , 𝑧 = − 1
2 + 2 dhe  𝑧 = 0 janë numra realë, kurse 

numrat kompleks 𝑧 = 3𝑖 , 𝑧 = −𝑖   dhe 𝑧 = (1 + 2)𝑖  janë numra të pastër imagjinarë. ♦  

  Dy numra kompleks janë të barabartë nëse dhe vetëm nëse janë të barabartë pjesët reale 
dhe imagjinare, përkatësisht. Më saktë, nëse 𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖 dhe 𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖 janë numra 
kompleks, atëherë 𝑧! = 𝑧! , nëse edhe vetëm nëse 𝑎! = 𝑎!  dhe 𝑏! = 𝑏! . Sipas kësaj, një numër 
kompleks z është plotësisht i caktuar nëse janë të njohur pjesa e tij reale Re(z) dhe pjesa e tij 
imagjinare Im(z). Atëherë numrin kompleks mund ta shkruajmë në formën  

  𝑧 = Re(𝑧)+ Im(𝑧)𝑖 
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 Detyra 3. Cakto numrin kompleks z nëse:  

 а) Re(𝑧) = −2 dhe Im(𝑧) = 2   b) Re(𝑧) = − 1
3 dhe Im(𝑧) = 3− 3  

 Zgjidhje. а) Re(𝑧) = −2+ 2𝑖   b) Re(𝑧) = − 1
2 + (3− 3)𝑖 . ♦  

 Detyra 4. Për cilat numra realë x dhe y vlen barazimi 2𝑥 + (𝑦 + 1)𝑖 = 4𝑦 + 3𝑖. 

 Zgjidhje. Vendojmë 𝑧! = 2𝑥 + (𝑦 + 1)𝑖 dhe 𝑧! = 4𝑦 + 3𝑖. Atëherë kemi se 
Re(𝑧!) = 2𝑥 , Im(𝑧!) = 𝑦 + 1 , Re(𝑧!) = 4𝑦 dhe Im(𝑧!) = 3. Prej përkufizimit për barazim të 
numrave kompleks drejtpërdrejt fitojmë se 𝑧! = 𝑧! përkatësisht 2𝑥 + (𝑦 + 1)𝑖 = 4𝑦 + 3𝑖 nëse 
dhe vetëm nëse 2𝑥 = 4𝑦 dhe 𝑦 + 1 = 3 përkatësisht x = 4 dhe y = 2.♦ 
 Dy numra kompleks të cilët ndryshojnë vetëm te shenja e pjesës imagjinare quhen 
numra kompleks të konjuguar. Nëse z = a +bi është numër kompleks, atëherë numër 
kompleks i tij i konjuguar, i shënuar me z, është numri z = a − ib.  

 Detyra 5. Cakto numrin kompleks të konjuguar të numrit z nëse:  

 а) z = 2 + 3i   b) 𝑧 = − 1
2 − 5𝑖   c) z = 3 + i    ç) 𝑧 = − 1

2 𝑖 

 Zgjidhje. а) 𝑧 = 2− 3𝑖  b) 𝑧 = − 1
2 + 5𝑖  c) 𝑧 = 3− 𝑖  ç) 𝑧 = 1

2 𝑖 . ♦  

 Nëse z është numër kompleks atëherë 𝑧 = 𝑧. Me të vërtet nëse z = a + bi, atëherë  
Im(z) = b, prej ku vijon se Im 𝑧 = −𝑏. Më tej, prej Im 𝑧 = −(−𝑏) = 𝑏, vijon se 𝑧 = 𝑧. 

 Detyra 6. Cakto 𝑧  nëse 𝑧 = 2+ 3𝑖.  

 Zgjidhje. 𝑧 = 𝑧 = 2+ 3𝑖.  
  

 Detyra  
 1. Cakto pjesën reale dhe imagjinare të numrit kompleks z, nëse:  

 а) 𝑧 = 4+ 2𝑖  b) 𝑧 = −3+ 4𝑖  c) 𝑧 = −4+ 1
2 𝑖  ç) 𝑧 = 1+ 2+ 𝑖 

 2. Gjeje numrin kompleks z nëse:  

 а) Re(𝑧) = 3 dhe Im(𝑧) = 1
2   b) Re(𝑧) = − 1

4  dhe Im(𝑧) = 2− 2 

 3. Për cilat numra realë x dhe y janë të barabartë numrat kompleks:  

 а) 5− 8𝑖 dhe 𝑥 + 𝑦𝑖    b) 2𝑥 + 8𝑖 dhe 10+ 𝑦𝑖 
 4. Cakto numrin kompleks të konjuguar z nëse:  

 а) 𝑧 = 7+ 5𝑖   b) 𝑧 = − 1
4 − 6𝑖 c) 𝑧 = − 1

3 𝑖     ç) 𝑧 = 5 

 5. Njehso Re(4− 7𝑖) ∙ Im(12− 3𝑖)+ Im(5+ 9𝑖). 
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3.2.  Mbledhja dhe zbritja e numrave kompleks  
 

 Mbledhja e numrave kompleks  
  

 Le të jenë 𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖 dhe 𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖 çfarëdo numra kompleks. Me barazimin  
  𝑎! + 𝑏!𝑖 + 𝑎! + 𝑏!𝑖 = 𝑎! + 𝑎! + 𝑏! + 𝑏! 𝑖  
është përkufizuar operacioni i mbledhjes në bashkësinë e numrave kompleks. Numri 
kompleks 
   𝑧! + 𝑧! = (𝑎! + 𝑎!)+ (𝑏! + 𝑏!)𝑖  
quhet shuma e numrave të dhënë kompleks, të quajtur mbledhës. 

 Prandaj, shuma e dy numrave kompleks është numër kompleks ku pjesa reale, 
përkatësisht pjesa imagjinare është shumë e pjesëve reale, përkatësisht pjesës imagjinare të 
mbledhësve, përkatësisht.  

 Detyra 1. Cakto shumën e numrave kompleks 𝑧! dhe 𝑧! nëse:  
 а) 𝑧! = 3+ 6𝑖 dhe  𝑧! = 4+ 2𝑖  b) 𝑧! = 2− 𝑖  dhe 𝑧! = 1+ 1

2 𝑖 . 
 Zgjidhje. а) 𝑧! + 𝑧! = (3+ 6𝑖)+ (4+ 2𝑖) = (3+ 4)+ (6+ 2)𝑖 = 7+ 8𝑖.  
 b) 𝑧! + 𝑧! = (2− 𝑖)+ −1+ 1

2 𝑖 = (2− 1)+ −1+ 1
2 𝑖 = 1− 1

2 𝑖. ♦  

 Operacioni mbledhje e numrave kompleks i ka këto veti:  

 a) Për çdo 𝑧!, 𝑧! ∈ ℂ, 𝑧! + 𝑧! = 𝑧! + 𝑧! (komutative)  

 b) Për çdo 𝑧!, 𝑧!, 𝑧! ∈ ℂ, (𝑧! + 𝑧!)+ 𝑧! = 𝑧! + (𝑧! + 𝑧!)   (asociative)  

 c) Për çdo 𝑧 ∈ ℂ, 𝑧 + 0 = 0+ 𝑧 = 0   (0 është zero)  

 ç) Për çdo 𝑧! ∈ ℂ, ekziston 𝑧! ∈ ℂ, ashtu që 𝑧! + 𝑧! = 𝑧! + 𝑧! = 0 
     (çdo numër kompleks ka numrin e tij të kundërt kompleks)  

 Çdo numër kompleks z ka numrin e vetëm të kundërt, të cilin do ta shënojmë me −𝑧. 
Atëherë themi se 𝑧 dhe −𝑧 janë të kundërt njëri në tjetrin. 

 Detyra 2. Gjeje numrin kompleks të kundërt të numrit 𝑧 = 2− 3𝑖.  

 Zgjidhje. −𝑧 = −2+ 3𝑖 .♦  
  Për shkak të vetisë asociative dhe komutative operacioni i mbledhjes së numrave 
kompleks, mund të flasim për shumën përfundimisht të shumë numra kompleks, që nuk varet 
prej grupimit dhe renditjes të mbledhjes.  

 Detyra 3. Gjej shumën e numrave kompleks  

  𝑧! = 3+ 4𝑖, 𝑧! = −2+ 𝑖, 𝑧! = 1− 𝑖, 𝑧! = −2𝑖 dhe 𝑧! = 6  

 Zgjidhje. 𝑧! + 𝑧! + 𝑧! + 𝑧! + 𝑧! = (3 + 4𝑖) + (−2 + 𝑖) + (1 − 𝑖) + (−2𝑖) + 6 =  
     = (3 − 2 + 1 + 0 + 6) + (4 + 1 − 1 − 2 + 0)𝑖 = 8 − 2𝑖 . ♦  

  
 Zbritja e numrave kompleks  

 Le të jenë 𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖 dhe 𝑧 = 𝑎! + 𝑏!𝑖 çfarëdo numra kompleks. Me barazimin 
  𝑎! + 𝑏!𝑖 − 𝑎! + 𝑏!𝑖 = 𝑎! − 𝑎! + 𝑏! − 𝑏! 𝑖. 
është përkufizuar operacioni i zbritjes në bashkësinë e numrave kompleks. Numri kompleks 
  𝑧! − 𝑧! = 𝑎! − 𝑎! + 𝑏! − 𝑏! 𝑖 
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quhet ndryshimi i numrit kompleks 𝑧! me numrin kompleks 𝑧!, ku 𝑧! quhet i zbritshmi, kurse 
𝑧! zbritësi.  

Ndryshimi i një numri kompleks me tjetër është numri kompleks ku pjesa reale, 
përkatësisht pjesa imagjinare është ndryshimi i pjesëve reale, përkatësisht pjesëve imagjinare të 
zbritshmit me zbritësin, përkatësisht.  

Detyra 4. Gjej ndryshimin 𝑧! − 𝑧! nëse:  
а) 𝑧! = 3+ 6𝑖 dhe 𝑧! = 4+ 2𝑖  b)  𝑧! = 2+ 4𝑖 dhe 𝑧! = 1+ 2𝑖   
c) 𝑧! = 3− 6𝑖 dhe 𝑧! = −4+ 7𝑖   
Zgjidhje. а) 𝑧! − 𝑧! = 3+ 6𝑖 − 4+ 2𝑖 = 3− 4 + 6− 2 𝑖 = −1+ 4𝑖 
b) 𝑧! − 𝑧! = 2+ 4𝑖 − 1− 2𝑖 = 2− 1 + 4− −2 𝑖 = 1+ 6𝑖 
c) 𝑧! − 𝑧! = 3− 6𝑖 − 4+ 7𝑖 = 3− (−4 + 6− 7 𝑖 = 7− 13𝑖 . ♦  

Le të jenë 𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖 dhe  çfarëdo numra kompleks. Prej barazimit  

 𝑎! + 𝑏!𝑖 + − 𝑎! + 𝑏!𝑖 = 𝑎! − 𝑎! + (𝑏! − 𝑏!)𝑖 , 

mund të përfundojmë se ndryshimi i numrit kompleks 𝑧! me numrin kompleks 𝑧! është shuma e 
numrit kompleks 𝑧! me numrin −𝑧! përkatësisht me numrin e kundërt të 𝑧!. 

Detyra 5. Prej numrit kompleks 𝑧! = −10+ 7𝑖 zbrite numrin kompleks 𝑧! = −12+ 5𝑖.  
Zgjidhje. Sipas përkufizimit numrat kompleks fitojmë  

 𝑧! − 𝑧! = (−10+ 7𝑖)− (−12+ 5𝑖) = (−10− (−12))+ (7− 5)𝑖 = 2+ 2𝑖 . 

Nga ana tjetër, nëse numrin kompleks 𝑧! = −10+ 7𝑖 e mbledhim me numrin e kundërt 
të numrit kompleks 𝑧! = −12+ 5𝑖. përkatësisht me −𝑧! = −(−12+ 5𝑖) kemi  

 𝑧! + (−𝑧!) = (−10+ 7𝑖)+ (−(−12+ 5𝑖) = (−10+ 7𝑖)+ (12− 5𝑖) 

          = (−10+ 12)+ 𝑖(7− 5) = 2+ 2𝑖 
Domethënë edhe në të dy rastet e fitojmë rezultatin e njëjtë. ♦ 

Kjo qasje nga operacioni zbritje të numrave kompleks e lehtëson operimin me numrat 
kompleks, pasi operacioni mbledhje është komutative dhe asociative.  

Detyra 6. Gjeje numrin kompleks 𝑧 = 𝑧! − 𝑧! + 𝑧! − 𝑧!, nëse është dhënë se   
𝑧! = −11+ 3𝑖, 𝑧! = 7+ 𝑖, 𝑧! = 2− 𝑖 dhe 𝑧! = −2𝑖. 

 
Numrat kompleks të konjuguar kanë disa veti interesante në lidhje me operacionet 

mbledhje dhe zbritje të numrave kompleks.  

Detyra 7. Gjej shumën dhe ndryshimin e numrit kompleks z = 1+2i me numrin kompleks 
të tij të konjuguar.  

Zgjidhje. Numri kompleks 𝑧 = 1 = 2𝑖 është numër kompleks i konjuguar të numrit të 
dhënë. Atëherë  

  
Prej detyrës 7 vërejmë se për çdo numër kompleks z vlen 
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 Detyra 8. Le të jenë 𝑧! = 3− 𝑖 dhe 𝑧! = −2+ 3𝑖 dy numra kompleks. Gjeji numrat 
kompleks 𝑧!, 𝑧!, 𝑧! + 𝑧!, 𝑧! + 𝑧!, 𝑧! − 𝑧! dhe 𝑧! − 𝑧! 

 Zgjidhje.  𝑧! = 3+ 𝑖, 𝑧! = −2− 3𝑖,  

  
  

 
 

Në rastin e përgjithshëm,për çdo 𝑧!, 𝑧! ∈ ℂ, vlejnë barazimet  

 𝑧! + 𝑧! = 𝑧! + 𝑧!  dhe 𝑧! − 𝑧! = 𝑧! − 𝑧! . 
 Detyra  

 1. Gjej shumën e numrave kompleks z1 dhe z2. Nëse  

 а) 𝑧! = 3+ 2𝑖 dhe 𝑧! = 4+ 7𝑖   b) 𝑧! = −40− 20𝑖 dhe 𝑧! = −13𝑖  

 2. Numrat kompleks 𝑧! =
1
2 − 16𝑖 dhe 𝑧! = − 12 + 16𝑖 a janë të kundërt njëri në tjetrin? 

 3. Njehso ndryshimin e numrit kompleks 𝑧! me numrin kompleks 𝑧!, nëse  

 а) 𝑧! = 18− 50𝑖 dhe 𝑧! = −9− 20𝑖   b) 𝑧! − 74− 12𝑖 dhe 𝑧! = 15𝑖  
 4. Gjej pjesën reale dhe imagjinare të numrit kompleks z nëse:  

 а) 𝑧 = (−4+ 𝑖)− (16− 2𝑖)+ (29− 𝑖)  b) 𝑧 = 17𝑖 + (−11− 8𝑖)− 14𝑖 + 6 

 5. Le të jenë 𝑧! = 2− 𝑖 dhe 𝑧! = −1+ 2𝑖 dy numra kompleks. Gjeji numrat kompleks 
𝑧!, 𝑧!,   𝑧! + 𝑧!, 𝑧! + 𝑧!, 𝑧! − 𝑧! dhe 𝑧! − 𝑧! . 

 
3.3. Shumëzimi dhe pjesëtimi i numrave kompleks  

 Shumëzimi i numrave kompleks  

 Le të jenë 𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖 dhe 𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖 çfarëdo numra kompleks. Me barazimin 

  𝑎! + 𝑏!𝑖 𝑎! + 𝑏!𝑖 = 𝑎!𝑎! − 𝑏!𝑏! + 𝑎!𝑏! + 𝑏!𝑎! 𝑖 
është përkufizuar operacioni i shumëzimit në bashkësinë e numrave kompleks. Numri 
kompleks  

  𝑧!𝑧! = 𝑎!𝑎! − 𝑏!𝑏! + 𝑎!𝑏! + 𝑏!𝑎! 𝑖 
quhet prodhim i numrave të dhënë kompleks, të quajtur shumëzues.  
 Në mënyrë intuitive, me numrat kompleks të dhënë në formën algjebrike operojmë në 
mënyrë të ngjashme sikurse me polinomet reale, përkatësisht numrat kompleks i shumëzojmë 
sikurse polinomet sipas njëshes imagjinare i. 
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 Detyra 1. Gjej prodhimin e numrave kompleks 𝑧! dhe 𝑧!, nëse:  

  
 Operacioni i shumëzimit të numrave kompleks i ka këto veti:  
 a) Për çdo 𝑧!, 𝑧! ∈ ℂ, 𝑧!𝑧! = 𝑧!𝑧! (komutativ)  
 b) Për çdo 𝑧!, 𝑧!, 𝑧! ∈ ℂ, (𝑧!𝑧!)𝑧! = 𝑧!(𝑧!𝑧!) (asociativ)  
 c) Për çdo 𝑧 ∈ ℂ, 1z = z1 = z (1 është njëshe)  
 ç) Për çdo 𝑧! ∈ ℂ, 𝑧! ≠ 0 ekziston 𝑧! ∈ ℂ, ashtu që 𝑧!𝑧! = 𝑧!𝑧! = 1. 
     (çdo numër kompleks, i ndryshueshëm prej 0, ka numër invers)  
 d) Për çdo 𝑧!, 𝑧!, 𝑧! ∈ ℂ  , (𝑧! + 𝑧!)𝑧! = 𝑧!𝑧! + 𝑧!𝑧!, dhe 𝑧! 𝑧! + 𝑧! = 𝑧!𝑧! + 𝑧!𝑧!  
      (shumëzimi është distributiv në lidhje me mbledhjen)  

 Duke ditur të shumëzojmë dy numra kompleks, mund të shumëzojmë përfundimisht 
shumë numra kompleks. Për shkak të vetisë komutative dhe asociative të operacionit të 
shumëzimit të numrave kompleks prodhimi përfundimisht i numrave kompleks nuk varet prej 
grupimit të shumëzuesve dhe prej rendit të shumëzimit. 

 Pjesëtimi i numrave kompleks 

 Le të jenë 𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖 dhe 𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖  , 𝑧! ≠ 0 çfarëdo numra kompleks. Me 
barazimin  

   
është përkufizuar operacioni i pjesëtimit në bashkësinë e numrave kompleks.  
Numri kompleks  

   
quhet herës i numrit kompleks 𝑧! me numrin kompleks 𝑧!, ku 𝑧! quhet i pjesëtueshmi, kurse 𝑧! 
pjesëtues.  

 Të vërejmë se 𝑎!! + 𝑏!
! ≠ 0 , pasi 𝑧! ≠ 0 . 

 Detyra 3. Gjej herësin e numrit kompleks 𝑧! = 5+ 𝑖 me numrin kompleks 𝑧! = 3− 8𝑖.  

  
 Le të jenë 𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖 dhe 𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖 çfarëdo numra kompleks. Prej barazimit  
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mund të përfundojmë se 𝑧!𝑧! = 𝑧!
1
𝑧2

 , 
përkatësisht herësi i numrit kompleks 𝑧! me numrin kompleks 𝑧! ≠ 0 është prodhimi i numrit 𝑧! 
me numrin 1𝑧!, përkatësisht me numrin reciprok të 𝑧!.  

 Për gjetjen efektive të herësit të dy numrave kompleks shfrytëzohet metoda e zgjerimit të 
herësit me numrin kompleks të konjuguar te pjesëtuesi. 

 Shembulli 1. Ta zbatojmë metodën e zgjerimit të herësit me numrin kompleks të 
konjuguar të pjesëtuesit për përcaktimin e herësit të dhënë te shembulli paraprak. Prej  

  
mund të përfundojmë se edhe në të dy rastet e fitojmë rezultatin e njëjtë. ♦ 

 Sipas kësaj, operacionet e përkufizuara shumëzim dhe pjesëtim, për fuqitë pozitive të 
njëshes imagjinare kemi se  

   
 Për fuqitë negative të njëshes imagjinare kemi se  

   
 Sipas përkufizimit kemi se 𝑖! = 1. 
 Nëse e vazhdojmë mënyrën e sipërme, mund të përfundojmë se për fuqitë e njëshes 
imagjinare vlejnë barazimet  

   
 Duke shfrytëzuar operacionin e shumëzimit të numrave kompleks, mund të kryejmë 
fuqizim të numrave kompleks, në mënyrë të ngjashme sikurse te polinomet.  

 Shembulli 2. а) Nëse 𝑥,𝑦   ∈ ℝ, atëherë (𝑥 + 𝑦𝑖)! = 𝑥! + 2𝑥𝑦𝑖 − 𝑦!  

 b) 3+ 4𝑖 ! = 9+ 24𝑖 − 16 = −7+ 24𝑖 
 c) 2 + 3𝑖 ! = 2! = 2! + 3 ∙ 2! ∙ 3𝑖 + 3 ∙ 2 ∙ 9𝑖! + 3𝑖 ! = 8 + 36𝑖 − 54 − 27𝑖 = −46 + 9𝑖 ♦  

 Detyra 5. Le të jenë 𝑧! = 4− 𝑖 dhe 𝑧! = −1+ 3𝑖 dy numra kompleks. Gjeji numrat 

kompleks 𝑧!, 𝑧!, 𝑧!  𝑧!, 𝑧!𝑧!     
𝑧!
𝑧!

 dhe 𝑧!𝑧! . 
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 Detyra 6. Gjeje numrin reciprok të numrit kompleks  

  𝑧 = ((1+ 3𝑖)+ (2− 5𝑖))(1− 𝑖) . 
 Zgjidhje. Prej  

   
 

 Në rastin e përgjithshëm, për çdo 𝑧!, 𝑧! ∈ ℂ vlen barazimi 𝑧! ∙ 𝑧! = 𝑧! ∙ 𝑧! .  

 Ngjashëm, për çdo 𝑧!, 𝑧! ∈ ℂ vlen barazimi 𝑧!𝑧! = 𝑧!
𝑧!
(𝑧! ≠ 0). 

 Detyra  
 1. Gjej prodhimin e numrave kompleks 𝑧! dhe 𝑧!, nëse:  
 а) 𝑧! = 8+ 9𝑖 dhe 𝑧! = 6𝑖   b) 𝑧! = −1+ 10𝑖 dhe 𝑧! = −11𝑖  
 2. Gjeje numrin reciprok të numrit kompleks 𝑧 = 1+ 5𝑖. 
 3. Njehso herësin e numrit kompleks 𝑧! me numrin kompleks 𝑧!, nëse:  
 а) 𝑧! = 8𝑖 dhe 𝑧! = 6   b) 𝑧! = −16− 4𝑖 dhe 𝑧! = −8  
 4. Gjej pjesën reale dhe imagjinare të numrit kompleks z , nëse:  

  
 5. Gjej pjesën reale dhe imagjinare të numrit kompleks 𝑧  ∙  𝑧𝑧−𝑧  ku 𝑧 = 3−11𝑖

1+5𝑖  . 

 
3.4.  Paraqitja gjeometrike e numrit kompleks. 

  Moduli i numrit kompleks  
 

  Paraqitja e numrave kompleks në 
rrafshin kompleks 

 
 Në rrafshin П fiksojmë sistem koordinativ 
kënddrejtë të Dekartit xOy. Rrafshi П së bashku 
me këtë sistem koordinativ quhet rrafsh 
kompleks, boshti-x quhet bosht real, kurse 
boshti-y quhet bosht imagjinar.  

 Le të jetë 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 çfarëdo numër 
kompleks. Atëherë numrave realë a dhe b 
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i korrespondojnë pika të vetme M1 dhe M2 të boshti-x, përkatësisht të boshtit-y, përkatësisht. 
Sipas kësaj, ekziston pikë e vetme M në rrafshin koordinativ, me abshisë a dhe ordinatë b. 

Boshti real dhe imagjinar e ndajnë rrafshin kompleks në katër rajone të quajtur 
kuandrant: kuadranti I, kuadranti II, kuadranti III, dhe kuadranti IV (vizatimi 1). Poashtu numri 
kompleks z i takon: 

kuadrantit I nëse Im(z) > 0 dhe Re(z) > 0;
kuadrantit II nëse Im(z) > 0 dhe Re(z) > 0;

kuadrantit III nëse Im(z) > 0 dhe Re(z) > 0;
kuadrantit IV nëse Im(z) > 0 dhe Re(z) > 0.

Numri real (Im(z) = 0) është pika prej boshti real, ndërsa numri i pastër imagjinar 
(Re(z) = 0) është pika prej boshtit imagjinar. Numri z = 0 (Re(z) = 0) është paraqitur me pikën O 
(vizatimi 1). 

Detyra 1. Te rrafshi kompleks paraqiti numrat: 

! ) ! ! !! !! b) ! ! !! !! c) ! ! !!! !! ç) ! ! !! !!
d) ! ! ! dh) ! ! !! ") ! ! ! f) ! ! !!! .

dhe cakto në cilin kuadrant, përkatësisht në cilin bosht i takojnë. 
Zgjidhje. ! ) kuadranti I, b) kuadranti II, c) kuadranti III, ç) kuadranti IV, d) boshti-x, 

dh) boshti-x, ") boshti-y, f) boshti-y (vizatimi 2). !

Vizatimi 2

Koncept i rëndësishëm te numrat kompleks është moduli i tyre. Numri kompleks le të jetë 
z = a + bi paraqitur te rrafshi kompleks me pikën ! . Largësia prej pikës " deri te pika ! në 
rrafshin kompleks quhet modul i numrit kompleks të dhënë dhe shënohet me |z|.

Modulin do ta njehsojmë në këtë mënyrë (vizatimi 3). Prej pikës ! të numrit kompleks të 
dhënë lëshojmë normale në boshtin – x, ku fitojmë trekëndësh kënddrejtë me katetë |a|, |b| dhe 
hipotenuzë |z|. Me zbatimin e teoremës së Pitagorës fitojmë 
! ! ! ! ! ! ! ! Duke pasur parasysh barazimin ! ! ! !!

për çdo numër real x, për modulin e numrit kompleks të dhënë 
fitojmë ! ! ! !! ! !!, përkatësisht 

! ! !! ! !!.
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 Pasi a = Re(z) dhe b = Im(z), fitojmë se  

  𝑧 Re(𝑧)! + Im(𝑧)! 

përkatësisht, moduli i numrit kompleks të dhënë është numri real pozitiv, i barabartë me rrënjën 
katrore prej shumës së katrorëve të pjesës reale dhe imagjinare të numrit kompleks. 

 Drejtpërdrejt përfundojmë se |z| = 0 nëse dhe vetëm nëse z = 0.  
 Të vërejmë se dy numra kompleks të konjuguar kanë module të barabartë. Me të vërtet 
për çfarëdo numër kompleks z vlen  

    
përkatësisht  
  𝑧 = 𝑧 . 
 Modulet e barabarta kanë edhe numrat kompleks të kundërt njëri në tjetrin. Për çfarëdo 
numër kompleks z prej  

    
përfundojmë se  
  𝑧 = −𝑧 .  

 Detyra 1. Најди го модулот на комплексниот број z, ако: 

 a) 𝑧 = −4+ 3𝑖 b) 𝑧 = −2𝑖  c) 𝑧 = −4. 
 Zgjidhje. a) Според формулата за пресметување модул на комплексен број 
добиваме 

  
 Постои врска помеѓу модулот на комплексен број, самиот број и неговиот 
конјугирано комплексен број. Имено, за било кој комплексен број z важи 

  𝑧 ! = 𝑧𝑧 . 
 Detyra 2. Cakto z nëse:  

 a) 𝑧 = −2+ 𝑖  b) 𝑧 = −𝑖  c) 𝑧 = 3 

 Zgjidhje. а) 𝑧 ! = (−2+ 𝑖)(−2− 𝑖) = 5 prej ku vijon se 𝑧 = 5 

 b) 𝑧 ! = (0+ 𝑖)(0− 𝑖) = 1 prej ku vijon se 𝑧 = 5  

 c) 𝑧 ! = (3+ 0𝑖)(3− 0𝑖) = 9 prej ku vijon se 𝑧 = 3  . ♦  
Detyra  
1. Në rrafshin kompleks paraqiti numrat: 

  
dhe cakto në cilin kuadrant, përkatësisht në cilin bosht gjenden.  
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 2. Gjej modulin e numrit kompleks z nëse:  
 a) 𝑧 = 4+ 2𝑖  b) 𝑧 = −1 = 𝑖  c) 𝑧 = 1 = 2𝑖 
 ç) 𝑧 = −4+ 2𝑖 d) 𝑧 = −𝑖  dh) 𝑧 = −2 

 3. Le të jetë 𝑧 = 1− 2𝑖 numër kompleks i dhënë. Njehso numrat 𝑧 , 𝑧  dhe −𝑧 . 
Krahasoji vlerat e fituara.  

 4. Gjeje numrin kompleks 𝑧 = 3𝑥 − 𝑖 ku x është numër real, nëse |z| = 2. 

 5. Gjeje numrin kompleks z të atillë që 2Re(z) = Im(z) dhe |z| = 2.  
 

 DETYRA PËR PËRSËRITJE 
 1. Gjej pjesën reale dhe imagjinare të numrit kompleks z nëse: 
 a) 𝑧 = −1− 𝑖  b) 𝑧 = − 12  c) 𝑧 = 3+ 2𝑖 

 2. Për cilat numra realë x dhe y janë të barabartë numrat kompleks: Најди го 
конјугирано комплексниот број на бројот z, ако: 
 а) 𝑧 = 7− 5𝑖   b) 𝑧 = − 14 𝑖   c) 𝑧 = 1− 3𝑖  

 3. Gjeje numrin kompleks të konjuguar z nëse: Најди ги збирот 𝑧! + 𝑧! и разликата 
𝑧! − 𝑧! ако: 
 а) 𝑧! = 7− 𝑖 dhe 𝑧! = 5+ 3𝑖 b) 𝑧! =

1
4 −

3
2 𝑖 dhe 𝑧! =

1
3 +

2
3 𝑖 

 4. Gjeje numrin kompleks të kundërt të numrit kompleks z, nëse:  
 а) Re(𝑧) = −13 dhe Im(𝑧) = 1

3  b) Re(𝑧) = − 12 dhe Im(𝑧) = 2− 3  

 5. Gjej pjesën reale dhe imagjinare të numrit kompleks z, nëse:  
 а) 𝑧 = (−3+ 2𝑖)− (1− 7𝑖)+ (9− 5𝑖)  b) 𝑧 = 13𝑖 + (1− 4𝑖)− 4𝑖 + 5 

 6. Gjej prodhimin 𝑧!𝑧! dhe herësin 𝑧!𝑧! të numrave kompleks 𝑧! dhe 𝑧!, nëse: 
 a) 𝑧! = 8− 5𝑖 dhe 𝑧! = 9− 2𝑖  b) 𝑧! = 4− 2𝑖 dhe 𝑧! = 12𝑖 
 7. Gjej pjesën reale dhe imagjinare të numrit kompleks z, nëse:  
 а) 𝑧 = 3−𝑖

1+2𝑖  b) 𝑧 = 3−2𝑖
−5−𝑖  c) 𝑧 = 1−5𝑖

2! 3𝑖
 . 

 8. Paraqiti në rrafshin kompleks numrat:  

 а) 𝑧 = 1+ 3𝑖  b) 𝑧 = 2− 4𝑖  c) 𝑧 = −2+ 4𝑖 ç) 𝑧 = 1− 3𝑖 
 9. Paraqiti me vektor numrat kompleks z1 dhe z2, nëse:  
 а) 𝑧! = 3+ 2𝑖 dhe 𝑧! = 4+ 7𝑖   b) 𝑧! = −2− 8𝑖 dhe 𝑧! = 16+ 7𝑖 
por pastaj gjeje numrin kompleks të paraqitur me shumën e vektorëve të fituar.  

 10. Paraqiti me vektor në rrafshin kompleks: numrin kompleks z, me numrin kompleks 
me te të konjuguar 𝑧 dhe me atë numrin kompleks të kundërt −𝑧, nëse:  

 а) 𝑧 = 3+ 2𝑖  b) 𝑧 = −1− 5𝑖 c) 𝑧 = −2𝑖  ç) 𝑧 = 7. 

 11. Cakto modulin e numrit kompleks z, nëse:  

 а) Re 𝑧 = 3 dhe Im 𝑧 = 1
2   b) Re 𝑧 = − 14 dhe Im 𝑧 = 2− 2 
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4. BARAZIMI KATROR  
 
4.1. Barazimi katror. Llojet e barazimeve katrore  
 
Në vitin e kaluar shkollor u njohtëm me konceptet barazim, fusha e përkufizimit të barazimit, 
zgjidhja e barazimit dhe barazimet ekuivalente.  
Barazimi polinom i shkallës së dytë me një të panjohur quhet barazim katror me një të panjohur 
ose shkurtimisht, barazim katror.  
Me transformimet përkatëse barazimin mund ta sjellim deri te barazimi ekuivalent të llojit 

 (1) 
të quajtur lloj i përgjithshëm i barazimit katror, ku a, b dhe c janë numra realë ose shprehje që 
nuk varen prej x.  

Shembulli 1. а) Barazimi  është barazim katror me koeficientët a=3,  b=-4 
dhe c=2 
Barazimi katror prej llojit të përgjithshëm quhet barazimi i plotë katror nëse koeficientët b 
dhe c janë të ndryshme prej zeros. 
Barazimi katror i llojit të përgjithshëm quhet barazim katror jo i plotë nëse të paktën njëri 
prej koeficientëve b dhe c është i barabartë me zero. ♦  

Shembulli 2. а) а) Barazimi  është barazim katror, ndërsa barazimet 

jo i plotë. ♦ 
Nëse barazimin katror (1) e pjesëtojmë me a (ajo është e mundshme pasi a ≠ 0), e fitojmë 
barazimin ekuivalent  

 

Duke venduar  dhe  barazimin e dhënë e sjellim deri te barazimi i llojit  
të quajtur lloj normal i barazimit katror. Të vërejmë se barazimet (1) dhe (2) janë ekuivalente. 

 Shembulli 3. Nëse barazimin e pjesëtojmë me 2 e fitojmë barazimin 

që është lloj normal. ♦  
Zgjidhje ose rrënjë e barazimit katror është çdo vlerë e të panjohurës prej bashkësisë së 
përkufizimit për të cilën barazimi kalon në barazim numerik.  
Shembulli 4. а). Numrat realë x = 3 dhe x = -3 janë rrënjët e barazimit katror x2 – 9 = 0 
b). Numrat realë x = 3  dhe x = 5  janë rrënjë të barazimit x2 – 8x + 15 = 0 
c). Numrat kompleks x = 2i dhe x = -2i janë rrënjët e barazimit katror x2 + 4 = 0 

  



BARAZIMI KATROR 
 
 

48 
 

Detyra  
1. Cili prej këtyre barazimeve është barazim katror:  

а) b) c)  
2. Provo se x = 1 a është rrënjë e barazimit:  

а) b) c)  
3. Transformoji në llojin e përgjithshëm barazimet katrore:  
а) b) c) 

 
4. Transformoji në llojin e përgjithshëm këto barazimet katrore:  

а) b) c)  
5. Cili prej këtyre barazimeve është barazim katror jo i plotë:  
а) b) c) 

 
 
4.2. Zgjidhja e barazimeve katrore jo të plota  
Të zgjidhet një barazim katror do të thotë të caktohet bashkësia e zgjidhjeve, përkatësisht të 
caktohen të gjitha rrënjët e tij ose të konstatohet se ai nuk ka rrënjë. Sikurse përmendëm në 
kapitullin paraprak, barazimet e formës ax2 + bx = 0, ax2  dhe ax2 + c = 0 quhen barazime 
katrore jo të plota. Në këtë kapitull do t’i qasemi zgjidhjes së këtyre tre llojeve të barazimeve 
katrore jo të plota.  
 
Zgjidhja e barazimeve jo të plota të formës ax2 + bx = 0veax2 = 0 
 

Detyra 1. Zgjidhe barazimin katror   
Zgjidhje. Anën e majtë të barazimit e zbërthejmë së shumëzues, por pastaj duke shfrytëzuar 
gjykimin se prodhimi i dy shumëzuesve është i barabartë me zero nëse dhe vetëm nëse të 
paktën njëri prej shumëzuesve është i barabartë me zero, fitojmë  

 (x = 0 ose  3x-4 = 0)  (x = 0 ose   x= 4

3
 ) 

Sipas kësaj rrënjët e barazimit të dhënë janë x1 = 0  dhe  x2= 4

3
  ♦  

Në rastin e përgjithshëm barazimi i formës ax2 + bx = 0 
është ekuivalente me barazimin x(ax + b) = 0 Duke pasur parasysh se prodhimi i dy 
shumëzuesve është i barabartë me zero nëse dhe vetëm nëse të paktën njëri prej shumëzuesve 
është i barabartë me zero, përfundojmë se x(ax+ b) = 0. Nëse dhe vetëm nëse x = 0 ose  x = 
−

𝑏

𝑎
. 

Domethënë, në këtë rast barazimi ka dy rrënjë reale x1 = 0  dhe x2 = − 𝑏

𝑎
   

Të vërejmë se njëra prej rrënjëve është gjithmonë e barabartë me zero. 
Detyra 2. Zgjidhe barazimin katror 5x2 = 0   

Zgjidhje. Për barazimin 5x2 = 0  kemi 5x2 = 0   ♦  
  



Модуларна единица 

4 

 
 

49 
 

Nëse te barazimi katror ax2 + bx = 0 koeficienti b = 0, atëherë ai e merr formën ax2 = 0. Pasi a 
≠ 0. Numri real x = 0 është rrënjë e dyfishtë e barazimit të dhënë.  
Detyra 3. Zgjidhe barazimin katror ku b është parametër real.  
Zgjidhje. Nëse b = 0 atëherë çdo numër real ı x=xo është zgjidhje e barazimit të dhënë, 
përkatësisht barazimi ka pafund shumë zgjidhje.  
Nëse b ≠ 0 atëherë barazimi i dhënë është ekuivalent me barazimin bx(x – 1) = 0 përkatësisht 
me barazimin x(x – 1) = 0 sipas kësaj, rrënjët e barazimit të dhënë janë x1 = 0  dhe x2 = 1 ♦ 
 
Zgjidhja e barazimit jo të plotë katror të formës ax2 + c = 0   
 
Detyra 4. Zgjidhe barazimin katror  
Zgjidhje. Barazimi i dhënë është ekuivalent me barazimin x2 = - 1 për të cilën, te kapitulli 
paraprak, theksuam se për rrënjë e ka njëshen imagjinare i. Pasi 

përfundojmë se edhe numri kompleks -i është rrënjë e 
barazimit të dhënë. Sipas kësaj, rrënjët e barazimit katror janë x1 = i   dhe x2 = -i .♦ 
Detyra 5. Zgjidhe barazimin katror x2 – 3 = 0. 
Zgjidhje. Barazimi i dhënë është ekuivalent me barazimin x2 = 3. Pasi dy numra pozitivë janë 
të barabartë nëse dhe vetëm nëse janë të barabartë katrorët e tyre, kemi 

ose  
Prandaj, rrënjë e barazimit të dhënë janë  dhe . 
Në rastin e përgjithshëm barazimi i formës ax2 + c = 0 
është ekuivalent me barazimin x2 = − 𝑐

𝑎
 

• Nëse a > 0 dhe c > 0, ose a < 0 dhe c < 0 atëherë − 𝑐

𝑎
 është numër negativ real. Në këtë rast, 

 prej ku vijon se rrënjët e barazimit të dhënë janë numra kompleks dhe 

 
• Nëse a > 0 dhe c < 0, ose a < 0 dhe c > 0 atëherë − 𝑐

𝑎
është numër pozitiv real. Duke pasur 

parasysh se dy numra pozitivë janë të barabartë nëse dhe vetëm nëse janë të barabartë katrorët e 

tyre, fitojmë  që është ekuivalente me  përkatësisht  sipas kësaj 

rrënjë e barazimit të dhënë janë  dhe  
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Detyra 6. Zgjidhe barazimin katror  
ku m dhe n janë parametra real.  
Zgjidhje. Barazimi është ekuivalent me barazimin  që më tej është 
ekuivalente me barazimin . Për çdo vlerë të parametrave real m dhe n, barazimi i 
fundit ka dy rrënjë reale x1 = m + n   dhe x2 = –m – n ♦  
Detyra  
1. Zgjidhi këto barazime katrore:  

а) b) c)  k është parametër real.  
2. Zgjidhi këto barazime katrore:  
а) b) c) ç) d) dh) 

 
3. Zgjidhi këto barazime katrore:  
а) b) c) ç) d) dh) 

 
4. Gjeji rrënjët e këtyre barazimeve katrore:  
а) b) c) ç) d) dh) 

 
5. Zgjidhi barazimet:  

а) b)  
4.3. Zgjidhja e barazimit të plotë katror 

Në këtë kapitull do të caktojmë algoritmin sikurse edhe formula për zgjidhjen e barazimit të 
plotë katror.  
Le të jetë dhënë barazimi i plotë katror i llojit të përgjithshëm ax2 + bx +c = 0,    a ≠ 0 

Nëse të dy anët e barazimit i pjesëtojmë me a ≠ 0, vimë deri te barazimi  

i cili është ekuivalent me atë. Nëse të dy anëve të barazimit të dhënë i shtojmë numrin  e 

fitojmë barazimin  
i cili është ekuivalent me barazimin e dhënë.  
Të vërejmë se tre anëtarët e parë të anës së majtë të barazimit të fundit paraqesin të plotë katror 

prej binomit  sipas kësaj, barazimin mund  
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ta shkruajmë në formën  ose   

Anën e djathtë të barazimit të fundit e shkruajmë në formën  

duke mos supozuar poashtu shprehja  të jetë jonegative. Duke zbatuar 

relacionin e fundit barazimin mund ta shkruajmë në formën  

ose, përfundimisht, në formën   
Barazimet (1) dhe (2) janë ekuivalente. Rrënjët e barazimit të fundit i gjejmë në këtë mënyrë: 
me ndihmën e formulës për ndryshim të katrorëve, e zbërthejmë anën e majtë të shumëzuesve 

ku e fitojmë barazimin  
Duke pasur parasysh se prodhimi i dy shumëzuesve është i barabartë me zero nëse dhe vetëm 

nëse të paktën njëri prej shumëzuesve është i barabartë me zero fitojmë se  

ose  
 Në këtë mënyrë barazimin (1) përkatësisht (2) e zëvendësojmë me dy barazime lineare 
zgjidhjet e të cilës nuk janë vështirë të caktohen. Me të vërtetë, nëse i shënojmë rrënjët e tyre 

me x1 dhe x2 përkatësisht, atëherë prej barazimit të parë fitojmë  

ndërsa prej të dytit fitojmë x2 =  

Zakonisht dy formulat e fundit i shkruajmë në një sikurse  

Në këtë mënyrë vimë deri te formula për rrënjët e barazimit të plotë katror  
Pas një vargu të transformimeve elementare formulën e dhënë mund ta shkruajmë në formën: 

 
  



BARAZIMI KATROR 
 
 

52 
 

Të verejmë se mënyra e përmendur për caktimin e rrënjëve të një barazimi katror njëkohësisht 
tregon se barazimi katror ka saktë dy rrënjë.  

Poashtu, nëse b2 – 4ac<  0, do të shkruajmë se . Kështu për shembull, 
) 

Detyra 1. Zgjidhi këto barazime katrore të plota:  
а) b) c)  
Zgjidhje. Me zbatimin e formulës (3) fitojmë  

а) ⋅  

prej ku vijon se  të vërejmë se në këtë rast madhësia nënrrënjësore është numër 
pozitiv, kurse rrënjët e barazimit janë numra realë të ndryshëm.  

b)  
prej ku vijon se y1 = ……. , y2 = …….   . Në këtë rast madhësia nënrrënjësore është numër 
negativ, prej ku vijon se rrënjët e barazimit janë numra kompleks të konjuguar.  
c) x1,2= …………..  prej ku vijon se x1 = x2 = 9  të vërejmë se në këtë rast madhësia 
nënrrënjësore është e barabartë me zero. Rrënjët e barazimit janë numra realë të barabartë 
ndërmjet veti. Në këtë rast themi se barazimi ka një rrënjë të dyfishtë. ♦ 
Të vërejmë se gjatë nxjerrjes së formulës (3) për zgjidhjen e barazimit të plotë katror (1). Në 
asnjë hap nuk e shfrytëzuam kushtin b ≠ 0 dhe c ≠ 0. Sipas kësaj mund të përfundojmë se 
formula (3) mund të zbatohet për njehsimin e rrënjëve të barazimit jo të plotë katror. 
Detyra 2. Zgjidhi këto barazime katrore jo të plota:  
а) b) c) ç) 

 
Zgjidhje. Me zbatimin e formulës (3) kemi  
Detyra 3. Zgjidhe barazimin katror  
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Poashtu a dhe b quhen parametra. 
Zgjidhje. Sipas formulës (3) kemi  

prej ku vijon  
Detyra  
Zgjidhi këto barazime katrore: 

 
4. Të zgjidhen këto barazim katrore parametrike:  
 а) b)  
5. Zgjidhi këto barazime katrore parametrike: a) b) 

4.4. Diskutimi i zgjidhjeve të barazimit të plotë katror 
Prej formulës për njehsimin e rrënjëve të barazimit të plotë katror mund të përfundojmë se 
varësisht prej koeficientëve të barazimit të dhënë katror ka dy rrënjë reale të ndryshme, një 
rrënjë të dyfishtë ose dy rrënjë komplekse të konjuguar.  
Duke e shfrytëzuar formulën për njehsimin e rrënjëve të barazimit të plotë katror, rrënjët e 

barazimit ax2 + bx + c = 0 mund t’i shkruajmë në formën   
ku D = b2 – 4ac   
Me shembullin vijues do ta tregojmë lidhjen e numrit D me natyrën e rrënjëve të barazimit të 
plotë katror.  
Detyra 1. Zgjidhi këto barazime katrore:  

а) b) c)  
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Zgjidhje. а). Numri  është pozitiv, ndërsa rrënjët e barazimit x1 = 
………    dhe x2 = ………     janë reale dhe të ndryshme.  

b). Numri  është i barabartë me zero, ndërsa rrënjët e barazimit x1 
= ………    dhe x2 = ………    janë reale dhe të barabarta.  

c). Numri  është negativ, ndërsa rrënjët e barazimit x1 = 
………    dhe x2 = ………     janë numra kompleks të konjuguar. ♦ 
Numri D i caktuar me formulën (3) quhet diskriminanta e barazimit katror (1) sikurse që 
mund të përfundojmë prej shembullit të dhënë ai e cakton natyrën e rrënjëve të një barazimi 
katror, përkatësisht i kufizon të tre rastet e përmendura.  
T’i shqyrtojmë këto tre raste:  
1. Nëse D > 0 atëherë prej formulës (2) mund të përfundojmë se rrënjët e barazimit katror (1) 

janë numra realë. Edhe aq më shumë për shkak  vijon se x1≠  x2 
përkatësisht rrënjë e barazimit katror janë të ndryshme. 
2. Nëse D = 0 atëherë prej formulës (2) mund të përfundojmë se rrënjët e barazimit katror (1) 

janë reale dhe të barabarta, përkatësisht .  
Në këtë rast themi se barazimi ka një rrënjë të dyfishtë.  
3. Nëse D < 0 atëherë prej formulës (2) mund të përfundojmë se barazimi ka rrënjë komplekse 
të konjuguara.  
Detyra 2. Pa e zgjidhur çdonjërin prej barazimeve katrore të konstatohet se ai a ka rrënjë reale:  
а) b) c)  
Zgjidhje. а) Diskriminanta është pozitive, prej ku përfundojmë se rrënjët e barazimit janë reale 
dhe të ndryshme.  
b) Diskriminanta  është negative prej ku përfundojmë se barazimi nuk ka rrënjë reale.  
c) Diskriminanta  është e barabartë me zero, që do të thotë barazimi ka një rrënjë të dyfishtë. ♦  
 Detyra 3. Njehso vlerën e diskriminantës të këtyre barazimeve katrore, kurse pastaj gjeji 
rrënjët tyre. 
а) b) c)  
Zgjidhje. а) Diskriminanta e barazimit katror D = b2 = (-5)2 = 25 është pozitive, pra rrënjët x1 
= ………….    dhe x2 = ………….   janë reale të ndryshme.  
b) Diskriminanta e barazimit katror të dhënë D = b2 – 4ac = ………….   është negative. 
Barazimi nuk ka rrënjë reale.  
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c) Diskriminanta e barazimit katror të dhënë D = 0. Barazimi ka një rrënjë të dyfishtë x1=  x2 = 
0   
Detyra 4. Për cilat vlera të parametrit real m, barazimi katror x2+mx + 9 = 0  ka një rrënjë të 
dyfishtë? Për çdonjërën prej atyre tri vlerave të m të caktohet rrënja e dyfishtë e barazimit të 
fituar.  
Zgjidhje. Për diskriminantën kemi D=  …………  . Barazimi ka një rrënjë të dyfishtë nëse D = 
0, përkatësisht nëse m2 – 36 = 0 sipas kësaj për m = ±6 barazimi i dhënë ka një rrënjë të 
dyfishtë. Për m = 6 zgjidhja e barazimit është numër real x = −3, dhe për m = −6 zgjidhja e 
barazimit është numër real x = 3. ♦ 
 
Detyra  
1. Njehso vlerën e diskriminantës të këtyre barazimeve katrore: a) b) c) ç) d) dh) 
Pa e zgjidhur çdonjërën prej barazimeve katrore të caktohet ai a ka rrënjë reale: 
2. a) b) c) ç) d) dh) 

 
3. a) b) c) ç) d) dh) 

 
4. a) b) c) ç) d) dh) 

 
5. Për cilat vlera të parametrit real k, barazimi  
а) ka rrënjë reale b). Nuk ka rrënjë reale? 
 
4.5. Formulat e Vietit për lidhjen ndërmjet rrënjëve dhe koeficientëve të 
barazimit katror  
 
Formulat e Vietit 
 
Prej formulës për njehsimin e rrënjëve të barazimit të plotë katror mund të përfundojmë se 
ekziston lidhje ndërmjet koeficientëve të barazimit katror dhe rrënjëve të tij. Pikërisht, rrënjët e 
barazimit katror ax2 + bx + c = 0  
mund t’i shprehim nëpërmjet koeficientëve a ≠ 0, b dhe c me ndihmën e formulave x1 = 
……………   dhe x2 = ……………  
Tani do ta parashtrojmë detyrën e anasjelltë: t’i shprehim koeficientët a, b dhe c nëpërmjet 
rrënjëve të tij x1 dhe x2. 
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Shembulli 1. Nëse e zgjidhim barazimin katror x2 – 5x + 6 = 0  ku a = 1, b =-5 dhe c = 6   do 
të fitojmë se rrënjët e tij janë x1 =3 dhe  x2 = 2  shuma e rrënjëve x1 =3 dhe  x2 = 2  është e 
barabartë me 5, përkatësisht me koeficientin b me shenjë të kundërt, kurse prodhimi i x1 =3 dhe  
x2 = 2  është e barabartë me anëtarin e lirë 6. ♦ 
Do të tregojmë se kjo veti e barazimit katror x2 – 5x + 6 = 0  vlen për çdo barazim katror.  
Teorema 1. (Teorema e Vietit). Nëse x1 dhe x2 janë rrënjë të barazimit katror ax2 + bx + c = 

0. Atëherë  dhe   
Vërtetimi. E dimë se rrënjët e barazimit katror ax2 + bx + c = 0  janë 

 

Atëherë për shumën e tyre kemi  

Nëse i shumëzojmë rrënjët kemi   
Sipas kësaj, koeficientët a ≠ 0, b dhe c të barazimit katror x1 dhe x2   mund të shprehen 

nëpërmjet rrënjëve x1 dhe x2 me ndihmën e formulave  

dhe   
të cilat quhen formulat e Vietit.  
Është e saktë edhe teorema e anasjelltë e teoremës së Vietit.  
Teorema 2. (Teorema e anasjelltë e Vietit). Nëse numrat x1 dhe x2 i kënaqin barazimet 

 dhe . Atëherë x1 dhe x2 janë rrënjët e barazimit katror ax2 + bx + c = 0 
Vërtetimi. Pasi a ≠ 0  barazimi katror ax2 + bx + c = 0  është ekuivalent me barazimin 

. Nëse . 𝑏

𝑎
   dhe  𝑐

𝑎
    i zëvendësojmë me  – (x1 + x2) dhe x1 . x2   përkatësisht, e 

fitojmë barazimin . Nëse në barazimin katror të fituar, të panjohurën e 
zëvendësojmë në mënyrë të njëpasnjëshme me x1, kurse pastaj me x2, kemi 
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prej ku përfundojmë se x1 dhe x2 janë pikërisht rrënjët e barazimit katror ax2 + bx + c = 0 
 
Zbatimi i formulave të Vietit  
 
Me zbatimin e formulave të Vietit mund të kontrollojmë se numrat e dhënë a janë rrënjë të një 
barazimi katror. 
Detyra 2. Kontrollo se numrat x1 = 2 dhe x2 = 1  a janë rrënjë të barazimit katror x2 - 3x + 2 = 
0 

Zgjidhje. Te barazimi katror i dhënë a = 1, b = -3 dhe c = 2. Përveç kësaj,  dhe 

. Nga ana tjetër,  dhe . Pasi  dhe  për shkak të 
Teoremës 2, numrat x1 = 2  dhe x2 = 1  janë rrënjët e barazimit katror x2 - 3x + 2 = 0 ♦ 
Lidhja ndërmjet koeficientëve dhe rrënjëve të barazimit katror na mundëson të formojmë 
barazim katror, nëse i dimë rrënjët e tij.  
Detyra 3. Formo barazim katror me rrënjët                 dhe                  
Zgjidhje. Supozojmë se barazimi katror i kërkuar është i formës                . Atëherë ai është 
ekuivalent me barazimin                . Prej kushtit të detyrës kemi se                 dhe                . Për 
shkak të formulave të Vietit                 dhe                 kemi                 dhe                 përkatësisht                 
dhe                 sipas kësaj barazimi i kërkuar është                 ♦ 
Detyra 4. Formo barazim katror rrënjët e të cilit janë dy herë më të mëdha prej rrënjëve të 
barazimit katror                  
Zgjidhje. Le të jetë                 barazimi i kërkuar. Prej kushtit të detyrës                . Atëherë 
kemi se                 dhe                  
Barazimi i kërkuar është                 ♦  
Detyra 5. Formo barazim katror rrënjët e të cilit janë të barabarta me katrorët e barazimit katror                 
Zgjidhje. Le të jetë y2 + py + q  = 0 barazimi i kërkuar. Atëherë kemi 

 
 

Barazimi katror i kërkuar është y2 - 14y + 25= 0 
Polinomi me një ndryshore të shkallës së dytë quhet trinom katror. 
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Me zbatimin e formulave të Vietit mund të zbërthehet trinomi katror në shumëzues linear. 
Pikërisht trinomin e katrorit mund ta shkruajmë në formën 

 
Me zbatimin e formulave të Vietit të barazimit të katrorit kemi se 

 

Përfundimisht, fitojmë se  

Detyra 6. Zbërtheje në shumëzues linear trinomin  
Zgjidhje. Me ndihmën e formulave për zgjidhjen e barazimit katror gjejmë se barazimi katror 

 ka rrënjë . Prej formulës së sipërme e fitojmë 

zbërthimin  
Detyra 7. Për cilat vlera të parametrit real m rrënjët e barazimit katror                 e kënaqin 
barazimin                  
Zgjidhje. Për shkak të formulave të Vietit kemi 

  
Formula e parë e Vietit së bashku me kushtin e detyrës                 përcakton sistem prej dy 
barazimeve lineare sipas të panjohurave                 dhe                 

  
zgjidhja e të cilit është                 dhe                 Duke zëvendësuar vlerat e fituara për                 
dhe                 te formula e dytë e Vietit kemi                 prej ku vijon se                 ♦  
Formula e parë e Vietit së bashku me kushtin e detyrës                 përcakton sistem prej dy 
barazimeve lineare sipas të panjohurave                 dhe                 
                 
zgjidhja e të cilit është                 dhe                . Duke zëvendësuar vlerat e fituara për                 
dhe                 te formula e dytë e Vietit kemi                 prej ku vijon se                 ♦  
Detyra 8. Shuma e dy numrave është                , ndërsa prodhimi i tyre është                . Cilat 
janë ata numra?  
Zgjidhje. Prej teoremës së anasjelltë të Vietit vijon se numrat e kërkuar x1 dhe x2 janë rrënjët e 

barazimit                 ose                 sipas kësaj, kemi se                 dhe  ♦  
Detyra 9. Le të jenë x1 dhe x2 rrënjët e barazimit                . Pa e zgjidhur barazimin të caktohet 
vlera e parametrit real m, ashtu që                 

Zgjidhje. Prej formulave të Vietit kemi ) 
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pra                . Prej këtu e fitojmë barazimin katror, që ka rrënjë të dyfishtë m = 1. Ajo është 
vlera e kërkuar e                 ♦  
Detyra 10. Pa e zgjidhur barazimin katror                , cakto vlerën e shprehjes a) b) 

 

Zgjidhje: a) b)  

 

Detyra  
1. Njehso shumën dhe prodhimin e rrënjëve të këtyre barazimeve katrore: a) b) c) ç) d) dh) 

 
2. Formo barazim katror rrënjët e të cilit janë: a) b) c) ç) d) dh) 

 
3. Pa e zgjidhur barazimin cakto rrënjët e tij:a) b) c) ç) d) dh) 

 
4. Zbërtheji në shumëzues linear trinomet:a) b) c) 

 
5. Le të jenë x1 dhe x2 rrënjë të barazimit                . Pa e zgjidhur barazimin të caktohet vlera e 
parametrit real m, ashtu që                  
6. Shuma e dy numrave është -2, ndërsa prodhimi i tyre është                . Cilët janë ata numra? 
7. Formo barazim katror rrënjët e të cilës janë reciproke me rrënjët e barazimit katror                 
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4.6. Zbatimi i barazimit katror 
Barazimet katrore kanë zbatim të madh në matematikë, fizikë, kimi dhe në shkenca të tjera.  
Mënyra e zgjidhjes së problemeve me ndihmën e aparatit matematikor i përmban zakonisht 
këta hapa.  
Hapi 1. Caktimi i madhësive të njohura dhe të panjohura, si edhe përcaktimi i bashkësisë së 
vlerave për madhësitë e panjohura;  
Hapi 2. Sipas kushteve te detyra shprehet lidhja ndërmjet madhësive, përkatësisht formohen 
barazime dhe pabarazime;  
Hapi 3. Zgjidhja e barazimeve dhe pabarazimeve të fituara;  
Hapi 4. Interpretimi i rezultateve të fituara në pajtim me kushtet e detyrës;  
Hapi 5. Prova e rezultatit.  
Detyra 1. Prodhimi i dy numrave të njëpasnjëshëm natyror tek është i barabartë me 195. Cilët 
janë ata numra?  
Zgjidhje. Hapi 1. Ta shënojmë me x më të voglin prej dy numrave të kërkuar. Atëherë më i 
madhi prej numrave e ka formën                  
Hapi 2. Në pajtim me kushtin te detyra x është numër natyror tek dhe                . Numri i 
kërkuar është zgjidhje e barazimit katror                 
Hapi 3. Rrënjë e barazimit katror të fituar është                 dhe                  
Hapi 4. Zgjidhja                 e eliminojmë pasi -15 nuk është numër natyror. Prandaj, më i vogli 
prej të dy numrave të kërkuar është numri 13. Atëherë numri më i madh është                 
Hapi 5. Prova: 13 dhe 15 janë numra natyrorë tek të njëpasnjëshëm                ♦ 
Detyra 2. Kopshti në formë të drejtkëndëshit është 5 metra e gjerë dhe 7 
metra e gjatë. Nëse gjerësinë dhe gjatësinë e kopshtit e zmadhojmë për vlerë 
të njëjtë, atëherë syprina e kopshtit do të zmadhohet për 28 metra katrorë. Për 
sa janë zmadhuar gjatësia dhe gjerësia e kopshtit?  
Zgjidhje. Hapi 1. Gjerësinë dhe gjatësinë e kopshtit le t’i zmadhojmë për x 
metra (vizatimi 1).  
Vizatimi 1 
Hapi 2. Dimensionet e reja të kopshtit janë                 dhe                . Atëherë syprina e re do të 
jetë                . Prej kushtit të detyrës fitojmë se                 sipas asaj e fitojmë barazimin katror                 
përkatësisht                 
Hapi 3. Rrënjët e fituara të barazimit katror janë                 dhe                  
Hapi 4. Pasi zmadhimi i gjatësisë është madhësi pozitivе përfundojmë se vetëm 2 është 
zgjidhje e problemit të parashtruar, përkatësisht gjerësia dhe gjatësia e kopshtit zmadhohet për 
2 metra.  
Hapi 5. Kontrolli: Gjerësia e re e kopshtit është                 metra, kurse gjatësia e re                 
metra. Syprina e kopshtit të dhënë                 metra katrorë, ndërsa syprina e kopshtit të ri do të 
jetë                 metra katrorë. Zmadhimi i syprinës është                 metra katrorë. ♦  
  



Модуларна единица 

4 

 
 

61 
 

 

Detyra 3. Një fabrikë për barna obligohet të dërgojë 600 pako prej një bari për kohë të caktuar. 
Me zmadhimin e produktivitetit të punës në fabrikë, norma ditore është zmadhuar për 10 
paketime, pra në këtë mënyrë dërgesa është kryer 3 ditë më herët prej asaj që është planifikuar. 
Sa paketime të barit fabrika ka prodhuar në ditë? Për sa ditë është kryer dërgesa?  
Zgjidhje. Me x le ta shënojmë numrin e paketimeve ditore të cilat janë planifikuar në fillim të 
dërgesës. Atëherë numri i ditëve për atë dërgesë është                . Me zmadhimin e 
produktivitetit, numri i paketimeve ditore është bërë                , kurse numri i ditëve                . 
Në këtë mënyrë e fitojmë barazimin                . Me rregullimin e barazimit të fituar                . 
Zgjidhjet e tij janë                 dhe                . Pasi x e shënon numrin e paketimeve ditore, 
zgjidhja e dytë nuk ka kuptim, pra hidhet. Mund të përfundojmë se në fillim nga 40 paketime 
ditore, por kjo do të thotë se ditë të nevojshme                 për dërgesë. Me zmadhimin e 
produktivitetit janë prodhuar nga 50 paketime për 12 ditë. ♦  
 
Detyra  
1. Perimetri i një kopshti drejtkëndor është për 261 më i vogël se syprina e tij. Brinjët e kopshtit 
janë dy numra natyrorë të njëpasnjëshëm. Cilët janë ata numra?  
2. Hapësira e ekspozitës e ka bazën e drejtkëndëshit me syprinë 60m2. Njehso perimetrin e 
drejtkëndëshit nëse njëra brinjë është për 4m më e madhe prej tjetrës.  
3. Një oborr e ka formën e drejtkëndëshit me syprinë prej                 sa metra tel është i 
nevojshëm për rrethimin e tyre nëse njëra brinjë e oborrit është për 5m më e shkurtër prej 
tjetrës, kurse për dyert e hyrjes duhet të ngelin 5m? 
4. Çmimi i kostos së një pajisjeje elektrike është 25 euro. Pas zvogëlimit të dyfishtë të çmimit 
është 18 euro. Për sa përqind është zvogëluar çmimi i pajisjes elektrike herën e parë, 
përkatësisht herën e dytë, nëse përqindja e zvogëlimit të dytë është dy herë më e madhe prej 
përqindjes së zvogëlimit të parë? 
5. Një rezervuar me tretje për dezinfektim mbushet nëpërmjet dy gypave e gjerësi të ndryshme. 
Koha për të cilën mbushet nëpër gypin më të gjerë është për 5 orë më e shkurtër prej kohës e 
cila është e nevojshme të mbushet nëpër gypin më të ngushtë. Nëpër të dy gypat njëkohësisht 
mbushet për 6 orë. Cakto për sa kohë rezervuari do të mbushet nëpër çdo gyp në veçanti?  
 
4.7. Barazimet racionale thyesore  
Sikurse e dimë, barazimi i cili përmban vetëm funksione polinome quhet barazim algjebrik, 
ndërsa barazimi i cili përmban funksion racional thyesor quhet barazim racional thyesor. Do 
të supozojmë se e panjohura pranon vlera në bashkësinë e numrave realë.  
Shembulli 1. Barazimi                 është barazim algjebrik, ndërsa barazimet                 dhe                 
janë barazime racionale thyesore. ♦  
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Në vazhdimë do të mësojmë barazime racionale thyesore me një të panjohur zgjidhja e të cilës 
sillet në zgjidhjen e barazimit linear ose katror.  

Detyra 1. Zgjidhe barazimin  
Zgjidhje. Hapi 1. Së pari ta caktojmë bashkësinë e përkufizimit të barazimit të dhënë, 
përkatësisht t’i caktojmë të gjitha vlerat për të cilat barazimi ka kuptim. Pasi emëruesi te 
thyesave te barazimi anulohen për x = 0 dhe x = 3 përfundojmë se bashkësinë e përkufizimit të 
barazimit të dhënë e përbëjnë të gjithë numrat realë x ≠ 0 dhe x ≠ 3.  
Hapi 2. Kërkojmë shumëfish më të vogël të përbashkët (SHVP) prej emëruesve të thyesave të 
cilët paraqiten te barazimi. Në rastin SHVP prej emëruesve të thyesave te barazimi i dhënë 

është  
Hapi 3. Të dy anët e barazimeve të dhëna i shumëzojmë me të ashtuquajturën SHVP prej 
emëruesve të thyesave, përkatësisht barazimi i dhënë lirohet prej emëruesve me të cilën ai 
kalon në barazim algjebrik. Në rastin tone e fitojmë barazimin  

 
Hapi 4. E zgjidhim barazimin algjebrik të fituar, i cili është ekuivalente me barazimin e dhënë 
për të gjitha vlerat e x prej bashkësisë së përkufizuar. Barazimi                 është ekuivalent me 
barazimin                 përkatësisht me barazimin x = 6.  
Pasi gjatë x = 6 vlen                 përfundojmë se barazimi racional thyesor i dhënë dhe barazimi i 
fituar x = 6 janë ekuivalent. Përfundimisht, fitojmë se zgjidhje e barazimit të dhënë është x = 6. 
♦ 

Detyra 2. Zgjidhe barazimin   
Zgjidhje. Hapi 1. Pasi emëruesi te thyesave te barazimi anulohen për x = 1 dhe x = -1 
përfundojmë se bashkësinë e përkufizimit të barazimit të dhënë e përbëjnë të gjithë numrat 
realë                 dhe                 
Hapi 2. Kërkojmë shumëfishin më të vogël të përbashkët (SHVP) prej emëruesve të thyesave 
të cilat paraqiten te barazimi. Për këtë qëllim e zbërthejmë trinomin katror                . Në 
barazime lineare                . Atëherë SHVP prej emëruesve të thyesave te barazimi i dhënë është 

 
Hapi 3. Barazimi i dhënë lirohet prej emëruesve me të cilët ai kalon në barazim algjebrik 

 
Hapi 4. E zgjidhim barazimin algjebrik të fituar, i cili është ekuivalent me të dhënin për të 
gjitha vlerat e x prej bashkësisë së përkufizimit. Barazimi                 është ekuivalent me 
barazimin                 përkatësisht me barazimin                .  
Vlera e fituar për                . Nuk është bashkësia e përkufizimit të barazimit racional të dhënë 
thyesor. Sipas kësaj, x = −1 është rrënja e barazimit algjebrik                , kurse nuk është rrënja 
e barazimit racional të dhënë thyesor. Domethënë, barazimi racional thyesor nuk ka zgjidhje. ♦  
  



Модуларна единица 

4 

 
 

63 
 

Vlera e fituar për                . Nuk është në bashkësinë e përkufizimit të barazimit racional 
thyesor. Prandaj,                 është rrënjë e barazimit algjebrik                , por nuk është rrënjë e 
barazimit racional thyesor. Domethënë, barazimi racional thyesor nuk ka zgjidhje. ♦  

Detyra 3. Zgjidhe barazimin  
Zgjidhje. Hapi 1. Pasi emëruesi te thyesave te barazimi anulohen për x = 1 dhe x = -1 
përfundojmë se bashkësinë e përkufizimit të barazimit të dhënë e përbëjnë të gjithë numrat 
realë x = 1 dhe x = -1  
Hapi 2. SHVP prej emëruesve të thyesave të cilat paraqiten te barazimi është                 
Hapi 3. Barazimi i dhënë lirohet prej emëruesve me të cilët ai kalon në barazim algjebrik 

 
i cili është ekuivalente me barazimin katror                  
Hapi 4. Barazimi i fundit ka dy rrënjë                 dhe                . Poashtu rrënja                 është 
rrënjë e barazimit të dhënë racional, pasi i plotëson kushtet                 te rrënja e dytë                . 
Nuk është rrënjë e barazimit racional thyesor, pasi nuk i plotëson kushtet                 përkatësisht 
nuk i takon bashkësisë së përkufizimit të barazimit racional thyesor. ♦ 
Nëse në vetë fillimin gjatë zgjidhjes së një barazimi racional thyesor nuk e kemi konstatuar 
bashkësinë e përkufizimit të panjohurës, atëherë pas fitimit të zgjidhjeve të barazimit algjebrik 
duhet të kontrollojmë se çdo zgjidhje e barazimit algjebrik a është zgjidhje e barazimit racional 
të dhënë thyesor. Ky përfundimë del prej faktit se gjatë lirimit të barazimit racional thyesor prej 
emëruesit (i cili e përmban të panjohurën) i shumëzojmë me SHVP të gjitha shprehjet te 
barazimi. 
Me këtë fitojmë barazim algjebrik, bashkësia e përkufizimit të të cilit është më e gjerë prej 
bashkësisë së përkufizimit të barazimit racional thyesor pasi nuk e respektojmë teoremën për 
barazime ekuivalente, e cila paraqet shumëzues jozero. Për këtë shkak barazimi algjebrik i 
fituar dhe barazimi i dhënë racional thyesor jo gjithmonë janë ekuivalent. 
Shembulli 2. Barazimi racional thyesor                . Nuk ka kuptim për x = 3, ndërsa barazimi 
algjebrik                , që fitohet me lirimin e barazimit racional thyesor prej emëruesit, ka kuptim 
për çdo numër real x. Sipas kësaj, të dy barazimet nuk janë ekuivalente. ♦  
Deri tani shembujt e zgjidhur dhe diskutimi i bërë tregojnë se për të zgjidhur një barazim 
racional thyesor duhet t’i realizojmë këta hapa:  
Hapi 1. Ta caktojmë bashkësinë e përkufizimit të barazimit të dhënë, përkatësisht t’i caktojmë 
vlerat e të panjohurës për të cilat barazimi ka kuptim.  
Hapi 2. Të caktohet shumëfishi më i vogël i përbashkët (SHVP) prej emëruesve të të gjitha 
shprehjeve te barazimi.  
Hapi 3. Ta lirojmë barazimin prej emëruesit.  
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Hapi 4. Ta zgjidhim barazimin algjebrik të fituar, i cili është ekuivalent me barazimin e dhënë 
për të gjitha vlerat e x prej bashkësisë së përkufizimit.  
Në vazhdimë do të zgjidhim barazim racional thyesor parametrik.  
Detyra 4*. Zgjidhe barazimi racional thyesor parametrik                 
ku a dhe b janë parametra real jozero.  
Zgjidhje. Barazimi i dhënë ka kuptim për çdo numër real x ≠ 0.  
SHVP prej emëruesve të thyesave të cilat paraqiten te barazimi është                . 
Barazimi i dhënë lirohet prej emëruesit me të cilin ai kalon në barazim algjebrik                 
i cili është ekuivalent me barazimin katror                 
Nëse                . Atëherë çdo numër real x ≠ 0 është zgjidhje e barazimit katror.  
Nëse                . Atëherë barazimi i fundit është ekuivalent me barazimin                 
rrënjët e të cilit janë                 dhe                  
Sipas kësaj mund të përfundojmë se, nëse                . Atëherë për çdo numër real x ≠ 0 është 
rrënjë e barazimit racional thyesor, ndërsa nëse                . Atëherë ai ka dy rrënjë reale                 
dhe                 ♦  
 
  
Detyra  
1. Cakto bashkësinë e përkufizimit të këtyre barazimeve: a) b) 

 
2. Për cilat vlera të x është i saktë gjykimi: 

 
3. Për cilat vlera të x janë të barabarta shprehjet e dhëna: a) b) c) ç) 

 
4. Zgjidhi këto barazime racionale thyesore a) b) c) ç) 
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*5. Zgjidhe barazimin racional thyesor parametrik                 ku a dhe b janë parametra real 
jozero.  
DETYRA PËR PËRSËRITJE 
1. Cakto numrin e të panjohurave dhe shkallën e këtyre barazimeve: a) b) c) 

 
2. Transformoji në formën normale këto barazime katrore: a) b) c) 

 
3. Zgjidhi këto barazime katrore: a) b) c) 

 
4. Gjeji rrënjët e këtyre barazimeve katrore: a) b) c) 

 
5. Zgjidhi këto barazime katrore: a) b) c) ç) 

 
6. Cakto parametrin a ashtu që barazimi                 ka:  
а) rrënjë reale të ndryshme b) rrënjë komplekse të konjuguara.  
7. Thjeshto thyesën: a) b) c) 

 
8. Për cilën vlerë të parametrit p barazimi                 
а) është katror b) është linear c) ka rrënjë të dyfishtë ç) ka dy rrënjë reale të ndryshme  
9. Largësia ndërmjet qendrave të blerjes së perimeve, А dhe B është 588km. Treni i transportit 
prej А deri në В e kalon largësinë për 2 orë dhe 20 minuta, më shpejt se treni transportues prej 
B kah A. Çfarë shpejtësie ka çdonjëri prej trenave nëse shpejtësitë e tyre ndryshojnë për 
21km/h? 
10. Kopshti drejtkëndor, 4m i gjerë dhe 6m i gjatë, është rrethuar me rrugë me gjerësi të njëjtë. 
Gjej gjerësinë e rrugës nëse syprina e rrugës është e barabartë me syprinën e kopshtit. 
11. Zgjidhi këto barazime racionale thyesore: a) b) 

 
12. Dy kamionë për transport të drurëve, të larguar ndërmjet veti 300km, nisen njëri përballë 
tjetrit, në rrugën e njëjtë. Kamioni i parë e ka shpejtësinë për 5km/h më të madhe se shpejtësia 
e të dytit. Kamioni i parë do të kalojë gjysmën e rrugës, për kohën e cila është për 7 orë më e 
shkurtër prej kohës së kalimit të rrugës për të dy kamionët. Cakto shpejtësinë dhe kohën e 
kalimit të rrugës për të dy kamionët 
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5. BARAZIMET PREJ LLOJIT KATROR. BARAZIMET IRACIONALE. SISTEMI PREJ NJË BARAZIMI 

KATROR DHE NJË LINEAR ME DY TË PANJOHURA  

 
5.1. Barazime bikatrore  
 
Barazimet e llojit 

 (1)  
ku a, b dhe c janë numra realë ose shprehje që nuk varen prej të panjohurës x, quhet barazim 
bikatror.  

Shembulli 1. Barazimet dhe  janë shembuj 
për barazime bikatrore. ♦  
Të vërejmë se te barazimi bikatror, e panjohura x paraqitet vetëm në fuqi çift. Me futjen e 

zëvendësimit  
barazimi (1) transformohet në barazim katror sipas të panjohurës y, përkatësisht te barazimi  

 (2)  
• Nëse diskriminanta e barazimit (2),               . Atëherë ai ka dy rrënjë reale y1 dhe y2. Pas 
përcaktimit të rrënjëve të barazimit (1) kthehemi te zëvendësimi i futur, përkatësisht i zgjidhim 
barazimet katrore                dhe                
Të gjitha rrënjët reale të dy barazimeve të fundit, janë rrënjë të barazimit bikatror (1). Nëse 
asnjëri prej atyre nuk ka rrënjë reale, atëherë barazimi bikatror nuk ka rrënjë reale.  
• Nëse diskriminanta e barazimit (2),               . Atëherë ai nuk ka rrënjë reale, Prandaj, ai dhe 
barazimi bikatror nuk kanë rrënjë reale.  
Prej diskutimit të bërë nuk është vështirë të përfundohet se zgjidhja e barazimit bikatror mund 
të sillet në zgjidhjen e barazimit bikatror. 

Detyra 2. Zgjidhe barazimin bikatror  

Zgjidhje. Me futjen e zëvendësimit   

e fitojmë barazimin bikatror  
Me zbatimin e formulës për njehsimin e rrënjëve të barazimit katror, fitojmë 

 

përkatësisht . Nëse kthehemi te zëvendësimi i futur, përkatësisht nëse i 

zgjidhim barazime   
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fitojmë se barazimi bikatror ka katër rrënjë reale  
Të vërejmë se rrënjët e fituara janë dyshe simetrike në lidhje me boshtin real (±5 dhe ±3). ♦  

Detyra 3. Zgjidhe barazimin bikatror  

Zgjidhje. Me futjen e zëvendësimit e fitojmë barazimin bikatror                

rrënjët e të cilit janë  

Në atë rast prej të dy barazimeve   
zgjidhje reale ka vetëm barazimi i parë dhe ato janë  

Sipas kësaj, barazimi i dhënë bikatror ka dy rrënjë reale ♦  

Dy zgjidhjet e tjera të barazimit katror janë komplekse d.m.th., ♦  

Detyra 4. Zgjidhe barazimin bikatror  

Zgjidhje. Me futjen e zëvendësimit  

e fitojmë barazimin katror  

rrënjët e të cilit janë  
Duke i zgjidhur barazimet                dhe                
fitojmë se barazimi bikatror ka katër rrënjë reale prej të cilave një rrënjë e dyfishtë dhe dy të 

ndryshme  ♦ 
Detyra 5. Zgjidhe barazimin bikatror                 
Zgjidhje. Me futjen e zëvendësimit                
e fitojmë barazimin katror                

rrënjët e të cilit janë   

Në atë rast prej të dy barazimeve  
vetëm barazimi i parë ka një rrënjë të dyfishtë                sipas kësaj, barazimi bikatror i dhënë 

ka një rrënjë të dyfishtë                dhe dy rrënjë komplekse ♦  

Detyra 6. Barazimi a ka zgjidhje reale? 
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Zgjidhje. Me futjen e zëvendësimit                e fitojmë barazimin katror                 
e cila ka rrënjë reale. Sipas kësaj, barazimi i dhënë bikatror nuk ka rrënjë reale. ♦  
Prej shembujve të paraqitur nuk është vështirë të përfundohet se një barazim bikatror ka ose 
katër ose dy ose nuk ka asnjë rrënjë reale.  
Përveç kësaj nëse një numër real                është rrënjë e barazimit bikatror                 
atëherë                 
Pasi                 
mund të përfundojmë se numri i kundërt i tij real                është gjithashtu rrënjë e barazimit.  
Më tutje nëse                është rrënjë e një barazimi bikatror, atëherë prej                vijon                
përkatësisht c = 0. Prandaj, mund të përfundojmë se barazimi i shqyrtuar bikatror është i 
formës               . Barazimi i fundit ka dy rrënjë reale të barabarta me zero. Sipas kësaj nëse 
barazimi bikatror ka rrënjë               . Atëherë ai është rrënjë e dyfishtë. Edhe aq më shumë nëse 
b = 0 atëherë                është rrënjë katërshe.  
Sipas kësaj rrënjët e një barazimi bikatror janë numra realë të cilët të shqyrtuar te boshti 
numerik janë simetrike në lidhje me zeron.  
 
Detyra  
1. Cilat prej këtyre barazimeve janë barazime bikatrore: a) b) c) ç) d) dh) 

 
2. Caktoji rrënjët e këtyre barazimeve bikatrore: a) b) c) ç) d) dh) 

 
3. Zgjidhi këto barazime bikatrore: a) b) c) ç) d) dh) 

 
4. Sa rrënjë kanë këto barazime bikatrore? a) b) c) ç) d) dh) 

 
5. Zbërtheji në shumëzues polinomet:  

а) b)  
6. Thjeshtoji thyesat: a) b)
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5.2. Barazimet që sillen në katror me zëvendësim përkatës 
Ekzistojnë lloje të ndryshme të barazimeve të cilat me zëvendësime dhe transformime të 
caktuara mund të sillen në zgjidhjen e barazimeve katrore. Disa prej atyre barazimeve duhet t’i 
zbërthejmë paraprakisht në shumëzues me ndihmën e formulave për shumëzim të shkurtuar.  
 
Zgjidhja e disa barazimeve binomiale  
 
Shembulli 1. Barazimin                mund ta zgjidhim nëse paraprakisht e zbërthejmë në 
shumëzues duke shfrytëzuar formulën ndryshimi i kubeve, pra kemi 

 
Ky prodhim është zero nëse të paktën njëri prej shumëzuesve është zero, d.m.th., 

ose . Domethënë, e fitojmë bashkësinë e 
barazimeve               , prej ku prej barazimit të dhënë fitohet x1 = 1, kurse zgjidhje e barazimit 
të dytë janë               . ♦ 
Në këtë mënyrë kemi mënyrë për zgjidhjen e barazimeve të llojit               .  
Parashtrohet pyetja se si ta zgjidhim barazimin e llojit               . Nëse               . Me ndihmën e 
zëvendësimit               , barazimi                bëhet barazim i llojit               .  
Detyra 1. Zgjidhe barazimin               .  
Zgjidhje. Me ndihmën e zëvendësimit                fitohet barazimi                d.m.th.,               . Në 
mënyrë analoge të zgjidhjes prej shembullit 1 kemi:               , pra me kthimin te zëvendësimi 

fitohen zgjidhjet  
Duke pasur parasysh mund t’i zgjidhim të gjitha barazimet e llojit               . Nëse paraprakisht 

shkruajmë se ♦  
Barazimi i llojit                për                dhe                quhet barazim binomial prej fuqisë n dhe 

atë me zëvendësimin   sillet në barazimin e llojit . Këtu do të ndalemi 
vetëm te ato barazime ana e majtë e të cilit mund të shkruhet si prodhim të shumëzuesve linearë 
dhe katror.  
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Detyra 2. Zgjidhi barazimet: а), b).  
Zgjidhje. а) Me zëvendësimin                fitohet barazimi                 
por pas zbërthimit të shumëzuesve                
fitohet bashkësia 

  

Me kthimin e zëvendësimit fitohet  
b) Me zëvendësimin                fitohet barazimi                tani për ta zbërthyer në shumëzues 
anën e majtë e plotësojmë deri në të plotë katror dhe kemi               . Kjo do të thotë se duhet t’i 
gjejmë të gjitha zgjidhjet e bashkësisë               . Zgjidhet e këtyre barazimeve janë               , 
kurse me kthimin në zëvendësimin                fitohet                dhe               . ♦  
 
Zgjidhja e disa barazimeve trinome  
 
Barazimet e formës                për                dhe                quhen barazime trinom dhe me 
zëvendësimin                sillet në barazim katror. Prej këtyre barazimeve këtu do të ndalemi te 
ato te të cilat barazimet                mund t’i zgjidhim me zbërthim të prodhimit prej 
shumëzuesve linearë dhe katror.  
Shembulli 2. Barazimi                me zëvendësimin                sillet në barazimin                
d.m.th.,               , prej ku fitohet se               , pra tani duhet t’i zgjidhim barazimet                
dhe               . Në mënyrë analoge detyrat paraprake kemi:                dhe                d.m.th.,               
. ♦  
Barazime të llojit katror 
Barazimet e llojit                për                dhe               , quhen barazime të llojit katror dhe me 
zëvendësimin                transformohen në barazime katrore. Poashtu                është shprehje e 
cila varet prej të panjohurës. 
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Shembulli 3. Barazimi  me zëvendësimin 

 transformohet  te zgjidhjet e të cilit janë . 

Me kthimin te zëvendësimi fitohet  zgjidhjet e të cilit janë 

dhe . ♦  
  
Barazime simetrike prej shkallës së tretë dhe të katërt  
 
Barazimi i llojit               , për                dhe                quhet barazim simetrik i shkallës së 
tretë.  
Shembulli 3. Barazimi                është barazim simetrik i shkallës së tretë dhe me zbërthim të 
anës së majtë fitohet  

 

d.m.th.,  prej ku fitohen zgjidhjet ♦ 
Barazimi i llojit               , për                dhe                quhet barazim simetrik i shkallës së 
katërt. Mënyra për zgjidhjen realizohet në dy hapa. Te barazimi i parë barazimi pjesëtohet me                
dhe                barazimi e ka formën                
por pastaj vendohet zëvendësimi               , pra në këtë mënyrë fitohet barazimi                
d.m.th.,                
Detyra 3. Zgjidhi barazimet:  
а), b).  
Zgjidhje. а). Nëse e përcjellim mënyrën dhe së pari pjesëtojmë me                do të fitohet 
barazimi               , kurse me zëvendësimin                e kemi barazimin                d.m.th,               
. Barazimi katror i fundit ka zgjidhje të cilat janë numra kompleks, pra themi se                
barazimi nuk ka zgjidhje në bashkësinë e numrave realë, d.m.th., fitojmë barazim me koeficient 
kompleks  
b). Në mënyrë analoge me а) fitohen                zgjidhjet të cilat janë               . Me kthimin te 

zëvendësimi fitohet  prej ku fitohen zgjidhjet 

♦ 
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Detyra 
1. Zgjidhi barazimet: a) b) c) ç) d) dh) 

 
5.3. Barazime iracionale 
Koncepti për barazim iracional  

T’i shqyrtojmë barazimet e formës 

 
Parashtrohet pyetja cilën veti të përbashkët e kanë barazimet e dhëna? Përveç kësaj ato janë 
barazime me një të panjohur, të gjitha ato përmbajnë funksione iracionale në lidhje me të 
panjohurën, përkatësisht në të gjitha ato barazime e panjohura x përmbahet nën shenjën për 
rrënjëzim.  
Barazimet të cilat e përmbajnë nën shenjën për rrënjëzim quhen barazime iracionale. 
Shembulli 1. Barazimet  

 
janë shembuj të barazimeve iracionale. ♦  
 
Zgjidhja e barazimeve iracionale me fuqizim  
 
Llojllojshmëria e madhe e barazimeve iracionale pamundësojnë paraqitjen e tyre në formën e 
përgjithshme. Për këtë nuk jemi në gjendje të gjejmë algoritëm universal për zgjidhjen e tyre. 
Por megjithatë në bazë të mënyrës për zgjidhje të një barazimi iracional është operacioni 
fuqizim. Shqyrtimi ynë do të jetë orientuar në shqyrtimin e disa llojeve të barazimeve 
iracionale të cilat sillen në barazime katrore ose lineare. 
Detyra 1. Zgjidhe barazimin iracional                
Zgjidhje. Barazimi i dhënë iracional është ekuivalent me barazimin                
Me kuadrimin e të dy anëve të barazimit e fitojmë barazimin katror                 
rrënjët e të cilit janë                dhe                 
Tani parashtrohet pyetja: Çfarë lidhje ekziston ndërmjet rrënjëve të barazimit të fituar katror 
dhe rrënjëve të barazimit të dhënë iracional? Pasi  
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mund të përfundojmë se të dy rrënjët e fituara të barazimit katror janë në bashkësinë e 
përkufizimit të barazimit iracional, përkatësisht për çdonjërin prej tyre shprehjet te barazimi 
kanë kuptim. Me zëvendësim për të dy vlerat e rrënjëve te barazimi iracional fitojmë një 
barazim numerik të vërtetë               ⋅  
dhe një barazim numerik të pavërtetë                
prej ku mund të përfundojmë se vetëm njëri prej rrënjëve të barazimit katror                është 
rrënjë dhe e barazimit iracional. ♦  
Gjatë kuadrimit të një barazimi iracional barazimi katror i fituar ka bashkësi të gjerë të 
përkufizimit. Çdo rrënjë e barazimit katror nuk është rrënjë e barazimit iracional. Aq më tepër 
barazimi iracional nuk ka rrënjët të tjera të ndryshme prej rrënjëve të barazimit katror. Për ato 
shkaqe është e domosdoshme të kontrollojmë cilat prej rrënjëve të barazimit katror janë rrënjë 
të barazimit katror. Nëse barazimi katror nuk ka zgjidhje, atëherë edhe barazimi iracional nuk 
ka zgjidhje 
Detyra 2. Zgjidhe barazimin iracionale                 
Zgjidhje. Me kuadrimin e të dy anëve të barazimit e fitojmë barazimin linear                
zgjidhja e të cilit është                
Zgjidhja e fituar e barazimit linear nuk është zgjidhje e barazimit iracional pasi                
Prandaj, barazimi i dhënë nuk ka zgjidhje. ♦  
Deri te përfundimi se barazimi i dhënë te shembulli i fundit nuk ka zgjidhje mund të vimë nëse 
vërejmë se ana e majtë e barazimit është numër real pozitiv për çdo vlerë të lejuar të 
panjohurës, ndërsa ana e djathtë është numër negativ. Domethënë, për çdo vlerë të lejuar të 
panjohurës barazimi kalon në barazim të pavërtetë numerik.  
Detyra 3. Zgjidhe barazimin iracional  

 
Zgjidhje. Barazimi i dhënë iracional është ekuivalent me barazimin  

 
Me kuadrimin e të dy anëve të barazimit e fitojmë barazimin  

 
i cili është ekuivalent me barazimin 

  
Me kuadrimin e barazimit të fituar e fitojmë barazimin katror                
rrënjët e të cilit janë                dhe                
Me kontrollin përfundojmë se barazimi i dhënë iracional ka vetëm një rrënjë                ♦ 
Te barazimet te të cilat e panjohura është nën shenjën për rrënjë kubike nuk paraqiten probleme 
me fushën e përkufizimit si te barazimet te të cilat e panjohura është nën rrënjën katrore, pasi 
në atë rast barazimi ka kuptim edhe për vlerat negative të madhësive nënrrënjësore.  
Detyra 4. Zgjidhe barazimin iracional 
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Zgjidhje. Duke i ngritur në kub të dy anët e barazimit fitojmë barazim ekuivalent me atë 
barazim                
i cili më tej është ekuivalente me barazimin                 
përkatësisht me barazimin                
Përsëri, duke i ngritur në kub të dy anët e barazimit fitojmë ekuivalent të tij barazim katror                
rrënjët e të cilit janë                dhe               . Rrënjët e fituara janë rrënjë edhe të barazimit 
iracional. ♦  
Detyra 5. Zgjidhe barazimin iracional  
                
Zgjidhje. Me kuadrimin e të dy anëve të barazimit fitojmë                
prej ku vijon se                sipas kësaj, barazimi ka zgjidhje për çdo numër real a dhe për çdo 
numër real b ≠ 0. ♦  
 
Detyra  
1. Cilat prej këtyre barazimeve sipas x janë iracionale:  

а) b) c) ç)  
2. A janë ekuivalente këto barazime: а) 

 
3. Cakto bashkësinë e zgjidhjeve të këtyre barazimeve iracionale: а) b) c) ç) 

 
4. Zgjidhi këto barazime iracionale: а) b) c) 

 
5. Gjeji rrënjët e këtyre barazimeve iracionale: а) b) c) ç) 

 
6. Pa e zgjidhur sqaro pse nuk kanë zgjidhje këto barazime: а) b) c) 
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5.4. Zgjidhja e barazimeve iracionale me metodën e zëvendësimit të 
ndryshores 
 
Detyra 1. Zgjidhe barazimin  

 
Zgjidhje. Futim zëvendësim të ndryshores 

  
Me kuadrim fitojmë  

 
Në atë rast barazimi i dhënë fiton formën  

 
përkatësisht  

 
që paraqet barazim katror sipas ndryshore y, zgjidhjet e të cilit janë 

  
Në pajtim me zëvendësimin e futur kemi se y është jonegativ, që do të thotë se zgjidhjen                
duhet ta hedhim. Kështu, fitojmë se                 
Me kontrollin e drejtpërdrejt përfundojmë se                dhe                janë zgjidhje të barazimit 
të dhënë. ♦  
Detyra 2. Zgjidhe barazimin                
Zgjidhje. Futim zëvendësimin e ndryshores                 
Me kuadrim fitojmë                
Në atë rast barazimi i dhënë e ka formën                 
përkatësisht                 
që paraqet barazim katror sipas ndryshores y, zgjidhjet e të cilit janë                dhe                 
Në pajtim me zëvendësimin e futur kemi se y është jonegative, që do të thotë se zgjidhjen                
duhet ta hedhim. Kështu, fitojmë se                ♦  
Detyra 3. Zgjidhe barazimin                
Zgjidhje. Futim zëvendësimin e ndryshores                
Në atë rast barazimi i dhënë kalon në barazim racional thyesor sipas ndryshores y                
e cila me zbatimin e metodës për zgjidhjen e barazimit racional thyesor sillet në barazim katror                
zgjidhjet e të cilit janë                dhe                
Në pajtim me zëvendësimin e futur kemi se y është jonegativ, që do të thotë se zgjidhjen                
duhet ta hedhim. Kështu, fitojmë se               . ♦  
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Me kontrollin e drejtpërdrejt konstatojmë se x = 9 është zgjidhje të barazimit të dhënë. ♦ 
Detyra 3. Zgjidhe barazimin 

  
Zgjidhje. Futim ndryshim të ndryshores 

 
Me kuadrim fitojmë 

  
Në atë rast ekuacioni i dhënë merr formë 

 
respektivisht 

 
që paraqet barazim kuadrat në ndryshoren y, zgjidhjet e së cilës janë 

 
Sipas zhvendosjes së paraqitur, kemi se y është jonegativ, që do të thotë se zgjidhja y1 = -1 
duhet të refuzohet. Kështu, fitojmë se 
                
Me kontroll të menjëhershëm konkludojmë se                dhe                janë zgjidhje të 
ekuacionit të dhënë. ♦ 
 
Detyra  
Cakto bashkësinë e zgjidhjeve të këtyre barazimeve iracionale: a) b) c) ç) 

1. a) b)  
2. a) b) 
 Zgjidhi këto barazime iracionale: a) b) c) ç) 

 3. a) b)  
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5.5. Sistemi prej barazimit linear dhe katror me dy të panjohura  
 
Barazimi te i cili të paktën njëri prej të dy shprehjeve përmban dy të panjohura quhet barazim 
me dy të panjohura.  
Barazimi polinom me dy të panjohura të cilat janë të shkallës së parë quhet barazim i shkallës 
së parë me dy të panjohura barazim linear me dy të panjohura. Barazimi me dy të panjohura 
të cilat janë të shkallës së dytë me dy të panjohura ose barazim katror me dy të panjohura.  
Shembulli 1. a) Barazimet 

 
janë shembuj të barazimeve lineare me dy të panjohura.  
b) Barazimet   
janë shembuj të barazimeve lineare me dy të panjohura.  

c) Barazimet  
janë barazime katrore me dy të panjohura. ♦ 
Zgjidhja e barazimit me dy të panjohura është çdo çift i renditur prej vlerave të të panjohurave                
prej bashkësisë së përkufizimit për të cilën barazimi kalon në barazim të saktë numerik.  
Shembulli 2. Çiftet e renditura                janë zgjidhjet e barazimit               . Ndërsa çiftet e 
renditura (0,0), (1,0), (1,1). Nuk janë zgjidhje të tij. ♦  
Çdo barazim me dy të panjohura mund të sillet në formën                
Shembulli 3. Barazimet                dhe                 
janë ekuivalent. Të atillë janë edhe barazimet ♦  
• Nëse të dy anët e barazimit të dhënë shumëzohen me një shprehje të njëjtë, që për të gjitha 
vlerat e të panjohurës është përkufizuar dhe e ndryshme prej zeros, do të fitohet barazim i ri 
ekuivalent me barazimin e dhënë.  
 
Shembulli 4. а). Nëse të dy anët e barazimit                i pjesëtojmë me (ose i shumëzojmë me               
) fitojmë barazim ekuivalent                 

b). Nëse të dy anët e barazimit  i shumëzojmë me SHVP të 
emëruesve, përkatësisht me numrin 6, do të fitojmë barazim ekuivalent me barazimin e dhënë 

 ♦ 
Çdo barazim me dy të panjohura mund të sillet në formën 
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të quajtur lloj i përgjithshëm i barazimit me dy të panjohura, ku a, b dhe c janë numra realë ose 
shprehje që nuk varen prej të panjohurës x, të quajtur koeficienti i barazimit.  
Barazimi katror me dy të panjohura është ekuivalent me barazimin e llojit 

 
të quajtur lloj i përgjithshëm i barazimit katror me dy të panjohura, ku a, b, c, d, e dhe f 
janë numra realë ose shprehje që nuk varen prej të panjohurës x, të quajtur koeficient të 
barazimit.  

Shembulli 5. a) Barazimet  
janë barazime lineare me dy të panjohura të llojit të përgjithshëm.  

b) Barazimet  
barazime katrore me dy të panjohura të llojit të përgjithshëm. ♦ 
Bashkësia prej barazimeve me dy të panjohura të njëjta quhet sistem i barazimeve me dy të 
panjohura. Zgjidhje e sistemit të barazimeve me dy të panjohura është çdo çift i renditur i 
vlerave të panjohurave                që është zgjidhje e çdo barazimi të sistemit. Të zgjidhet 
sistemi i barazimeve të dhëna me dy të panjohura do të thotë të caktohet bashkësia prej të gjitha 
zgjidhjeve të tij. Bashkësia e zgjidhjeve të sistemit të barazimeve të dhëna me dy të panjohura 
përbëhet prej zgjidhjeve të përbashkëta prej barazimeve të sistemit. 
Dy sisteme të barazimeve me dy të panjohura janë ekuivalent nëse kanë bashkësi të zgjidhjeve 
të barabarta. Nëse njërin prej barazimeve në sistem e zëvendësojmë me barazimin ekuivalent 
me atë fitojmë sistem ekuivalent me të dhënin.  
 
Zgjidhja e sistemit të barazimit linear dhe katror me dy të panjohura 
 
Sistemi prej dy barazimeve prej të cilëve njëri është barazim linear me dy të panjohura quhet 
sistem i barazimit linear dhe katror me dy të panjohura. Për shkak të teoremave të 
barazime ekuivalente, çdo sistem i barazimit linear dhe katror me dy të panjohur është 
ekuivalent me sistemin e llojit                

Shembulli 6. Sistemi  
është sistem i barazimit linear dhe katror me dy të panjohura. Ai është ekuivalent me sistemin 

 
Çifti i renditur (0,−3) është zgjidhje e sistemit të dhënë, ndërsa çifti i renditur (3,0). Nuk është 
zgjidhje e tij. Me të vërtetë, kemi se  

♦  
Për shkak të teoremave për barazime ekuivalente, çdo sistem i barazimit lineare dhe katror me 
dy të panjohura është ekuivalent me sistemin e llojit                
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të quajtur forma e përgjithshme e sistemit të barazimit linear dhe katror me dy të panjohura me 
koeficientë m, n, p, a, b, c, d, e dhe f. 
Nëse te barazimi i parë e shprehim njërën të panjohur nëpërmjet tjetrës, për shembull  

 
dhe kështu shprehjen e fituar për x e zëvendësojmë te barazimi i dytë dhe e fitojmë sistemin 

 
Sistemi i sipërm është ekuivalent me sistemin e dhënë, pasi është fituar me zbatimin e 
transformimeve ekuivalente. Zgjidhjet e fituara sipas y te barazimi i dytë i sistemit i 
zëvendësojmë te barazimi i parë i sistemit. Në këtë mënyrë i fitojmë zgjidhjet përkatëse sipas x  
Ta ilustrojmë me shembull metodën për zgjidhjen e sistemit të barazimit linear dhe katror me 
dy të panjohura.  
Detyra 1. Zgjidhe sistemin e barazimit linear dhe katror me dy të panjohura:                 
Zgjidhje. Prej barazimit të parë të sistemit fitojmë               . Duke zëvendësuar shprehjen e 
fituar për x te barazimi i dytë i sistemit e fitojmë barazimin                
i cili është ekuivalent me barazimin katror                
rrënjët e të cilit janë                dhe                 
Duke zëvendësuar vlerat e fituara për y i fitojmë vlerat përkatëse për x:  
               dhe                
Sipas kësaj, zgjidhjet e sistemit të dhënë janë çifte të renditura 

 

Kontrolli: ♦  

Detyra 2. Zgjidhe sistemin e barazimit linear dhe katror me dy të panjohura:  
Zgjidhje. Sistemi ka pakufi shumë zgjidhje. ♦  
Detyra 3. Zgjidhe sistemin e barazimit linear dhe katror me dy të panjohura: 
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Zgjidhje. Prej barazimit të parë të sistemit fitojmë  
Me zëvendësimin e shprehjes së fituar për x te barazimi i dytë e fitojmë barazimin: 

 
i cili është ekuivalent me barazimin katror                 
rrënjët e të cilit janë                dhe               . Duke zëvendësuar vlerat e fituara për y i fitojmë 
vlerat përkatëse për x:                dhe                 
Prandaj, zgjidhje të sistemit të dhënë janë çiftet e renditura                dhe                 

Kontrolli: dhe 

 ♦  
 
Detyra  
1. Cilat prej këtyre sistemeve është sistem i barazimit linear dhe katror me dy të panjohura a) b) 
c) ç) d) dh) 

 
2. Të transformohet në formën e përgjithshme të barazimit linear dhe katror me dy të 
panjohura: a) b) c) ç) d) dh) 
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3. Caktoji koeficientët e sistemit të barazimit linear dhe katror me dy të panjohura: a) b) 

 
4. Çifti i renditur (1,−2) a është zgjidhje e sistemit të barazimit linear dhe katror me dy të 

panjohura: a) b) c)  
5. Cili prej këtyre çifteve të renditura është zgjidhje e sistemit të barazimit linear dhe katror me 

dy të panjohura a) b) c) ç) 

 
6. Zgjidhe sistemin e barazimit linear dhe katror me dy të panjohura:  

a) b) c) ç) d)  
7. Cilat prej këtyre sistemeve kanë zgjidhje reale, kurse cilët kanë zgjidhje komplekse të 
konjuguara?  
a) b) c) ç) d) dh) 

 
 
DETYRA PËR PËRSËRITJE  
1. Zgjidhi këto barazime bikatrore: а) b) 

 
2. Gjeji rrënjët e këtyre barazimeve bikatrore: а) b) 

 
3. Gjeje bashkësinë e zgjidhjeve të këtyre barazimeve bikatrore: а) b) 

 

4. Thjeshtoji thyesat a) b)  
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5. Zgjidhi këto barazime iracionale: a) b) 

 
6. Gjeji rrënjët e këtyre barazimeve iracionale: a) b) 

 
7. Sqaro pse këto barazime nuk kanë zgjidhje: a) b) c) ç) d) dh) 

 
8. Zgjidhi këto sisteme të barazimit linear dhe katror me dy të panjohura: a) b) 

 
9. Gjeji zgjidhjet e këtyre sistemeve të barazimit linear dhe katror me dy të panjohura: a) b) 

 
10. Gjeji zgjidhjet e këtyre sistemeve të barazimit linear dhe katror me dy të panjohura: a) b) 
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6. FUNKSIONI KATROR, PABARAZIMI KATROR, SISTEMI DHE 
BASHKËSIA E PABARAZIMEVE KATRORE ME NJË TË 
PANJOHUR 
 
6.1. Koncepti për funksion katror. Grafiku i funksionit katror  
 
Funksioni real  
 
Le të jenë E dhe F dy nënbashkësi jo të zbrazëta të bashkësisë së numrave realë. Nëse sipas 
ndonjë rregulle çdo numri real x∈E i shoqërohet numër real i vetëm y∈F themi se është dhënë 
funksioni real, shkurtimisht funksion i bashkësisë E me vlerat në bashkësinë F. Funksionet i 
shënojmë me shkronja të vogla latine, për shembull f, g, h,....  
Bashkësia E quhet bashkësi e vlerave të lejuara për x ose fushë e përkufizimit të funksionit f 

dhe shënohet me Df. Nënbashkësia  prej bashkësisë F quhet bashkësi e vlerave të 
funksionit f dhe shënohet me Vf.  
 
Funksioni katror 
 
Funksioni i formës                 ku a, b dhe c janë numra realë, a ≠ 0 dhe x është ndryshore e 
pavarur ose argument quhet funksion katror. Parametri a quhet koeficienti para x2 ose 
koeficienti i parë, parametri b quhet koeficient i dytë ose i mesëm, kurse parametri c është 
anëtar i lirë ose koeficienti i tretë i funksionit katror.  
Fusha e përkufizimit të funksionit katror                 (është e gjithë bashkësia e numrave realë, 
përkatësisht                . 
Shembulli 1. а) Funksioni                 është katror me koeficientët                 dhe                  

b) Koeficient i funksionit katror  
c) Funksioni                 është katror me koeficientët                 dhe                .  

ç) Funksioni katror  i ka koeficientët ♦  
Grafiku i funksionit katror 

 Nëse f:E→F: është funksion atëherë bashkësia , e cila shqyrtohet 
edhe si nënbashkësi prej pikave në rrafshin koordinativ, quhet grafik i funksionit f. Për 

funksionin f themi se është dhënë grafikisht nëse për çdo element  prej grafikut 

është dhënë pika . Në rrafshin koordinativ.  
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Grafiku i funksionit  

Shembulli 1. Pasi për çdo numër real x, ekziston                 vijon se funksioni                 është 
përkufizuar në gjithë drejtëzën reale. Do të konstruktojmë disa pika prej grafikut të tij, duke 
njehsuar paraprakisht koordinatat e tyre vlerat e të cilave do t’i paraqesim në tabelë:  

Të vërejmë se pikat e konstruktuara nuk shtrihen në drejtëz (vizatimi 1).  
Pika O (0,0) është pika prej grafikut të funksionit. Më tej, pikat A, 
B, C dhe D shtrihen në kuadrantin I. Sikurse që zmadhohen 
abshisat e tyre, ashtu me radhë zmadhohen edhe ordinatat e tyre. 
Por Poashtu, nëse japim çfarëdo vlere ndryshores x (për shembull x 
= 3,4,...,10,...) do të vërejmë se vlerat e funksionit                 
zmadhohen „shumë shpejt“ prej vlerave përkatëse të argumentit. 
Pikat shtrihen në A1B1C1D1 kuadrantin II. 
Ato janë simetrike me pikat A,B,C dhe D në lidhje me boshtin y. 
Me lidhje të vijueshme të pikave të zgjedhura, e fitojmë grafikun e 
funksionit që nuk është drejtëz♦ Vizatimi 1 
Le të jetë a numër real, i ndryshueshëm prej 0. Pika me koodinata i takojnë grafikut Shembulli 
1), ndërsa pika me koordinata                 i takon grafikut të funksionit                . Domethënë, 
grafikun e funksionit mund ta fitojmë me shumzimin e ordintave të pikave 
prej grafikut të                 me numrin real a. 
Të vërejmë se nëse                , grafikun i                  
Shembulli 2. Te vizatimi djathtas, në sistemin e njëjtë koordinativ, janë 
paraqitur grafikët e këtyre funksioneve: 
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Vërejmë se për                 vlen                , po për                 vlen                , për çdo numër real x. 
Prandaj, grafiku i funksionit                 është „më i gjerë“ prej grafikut të                 për                , 
kurse „më i ngushtë“ për                . Në mënyrë analoge vetitë vlejnë për                 
Nëse pika                 i takon grafikut të                , atëherë pasi                 fituam se edhe pika i 
takon grafikut të                . Pikat                 dhe                 janë simetrike boshtore në lidhje me 
boshtin s. Pasi kjo vlen për çdo numër real x vijon se grafiku i                 është simetrike boshtore 
në lidhje me boshtin y.  
Grafiku i funksionit                . 
Le të jetë                . Nëse pika                 i takon grafikut të                , atëherë                 i takon 
grafikut të                . Pasi kjo vlen për çdo numë real x, vijon se grafiku i                 mund të 
vizatohet me zhvendosjen e grafikut të                 për                . Njësi sipas boshtit y.  
Shembulli 3. Te vizatimi e sistemit të njëjtë koordinativ, janë 
paraqitur grafikët e funksioneve                 ♦  
Të vërejmë se nëse                , grafiku i funksionit                 është 
zhvendosur “poshtë” në drejtim të boshtit y, kurse është 
zhvendosur “lart”, Grafiku i funksionit                 është simetrike 
boshtore në lidhje me boshtin y. 
Grafiku i funksionit                 
Le të jetë                . Nëse pika                 i takon grafikut të 
funksionit                , atëherë                 i takon grafikut                 dhe                 
poashtu vlen                . Prandah, grafiku i funksionit                , 
atëherë i takon grafikut të                 dhe poashtu vlen                 sipas 
kësaj, grafiku                 fitohet me zhvendosje (translacion) të grafikut të                 për                
. Njësi në drejtim të boshtit x. Poashtu, nëse                 zhvendosja është majtas por nëse                 
zhvendosja është djathtas                 
Shembulli 4. Te vizatimi në të njëjtën sistem koordinativ, janë paraqitur grafikët e funksioneve                 
♦  
Nëse                 dhe vlen                  
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pra vijon se grafiku i funksionit                 është simetrike boshtore në lidhje me drejtëzën e cila 
është paralele me boshtin y dhe pikat e të cilës kanë koordinata                 
Grafiku i funksionit                 
Ngjashëm sikurse edhe paraprakisht, grafikun e funksionit                 e 
fitojmë me zhvendosje të grafikut                 për                . Njësi në 
drejtim boshtit x dhe                 sipas boshtit y. Grafiku i këtij funksioni 
është simetrike boshtore në lidhje me drejtëzën e cila është paralele 
me boshtin y dhe pikat e të cilës kanë koordinata                . 
Shembulli 5. Te vizatimi e sistemit të njëjtë koordinativ, janë 
paraqitur grafikët e funksioneve                ♦  
Grafiku i funksionit                .  
Le të jetë                 funksion katror i dhënë. Për shkak të barazimit 

  
funksionin e dhënë katror mund ta shkruajmë në formën kanonike 

  
Në këtë mënyrë vizatimi i grafikut të këtij funksioni sillet në vizatimin e grafikut të                , 
translacioni i tij për                 sipas boshtit x dhe translacioni i fituar i grafikut për                . Njësi 
në drejtim të boshtit y, në mënyrën të përshkruar paraprakisht. Domethënë, vizatimi i grafikut 
të funksionit                 sillet në vizatimin e funksionit të llojit                  
Në rastin e përgjithshëm grafiku i një funksioni katror si nënbashkësi prej rrafshit koordinativ 
është lakore e cila quhet prabollë. 
 Detyra  
1. Vizato grafikët e këtyre funksioneve (detyra 1-5):  
1. 2. 3. 4. 5. 
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6. Shkruaj këto funksione katrore në formën kanonike:  
а) b) c) ç) d) dh) 

 
6.2. Disa veti të funksionit katror dhe grafikun i tij  

Le të jetë dhënë funksioni katror dhe le të jetë t çfarëdo 
numër real. Vlera e funksionit në                 është                  
Në mënyrë analoge, vlera e funksionit në                 është                  

Prandaj, pikat   

prej grafikut të funksionit katror janë simetrike në lidhje me drejtëzën                 
Me fjalë të tjera, grafiku i funksionit                 
është boshtore simetrike në lidhje me drejtëzën                 
Grafikun e çdo funksioni mund ta vizatojmë dhe me translacion të grafikëve të funksioneve 
katrore më të veçanta. Paraprakisht e vizatojmë grafikun e funksionit                . Me ndihmën e 
tij do ta vizatojmë grafikun e çdo funksioni katror. 
Vlera e ndryshores reale                 për të cilën vlerë funksioni është i barabartë me zero, 
përkatësisht                 quhet zero e funksionit. Me fjalë të tjera, zero e funksionit katror janë 
rrënjët reale të barazimit katror                 
Të cilën do ta quajmë barazimi katror që i përgjigjet funksionit katror. Sikurse e kemi të 
njohur, barazimi katror                 ka zgjidhje reale nëse diskriminanta e tij                 është 
jonegative. Më saktë, kur                , barazimi katror ka dy rrënjë reale të ndryshme, kurse në 
rastin D = 0 ka rrënjë reale të dyfishtë. Domethënë, varësisht prej diskriminantës të barazimit 
përkatës katror, të quajtur diskriminanta e funksionit katror, funksioni                 (mund të 
ketë dy zero, një zero ose kur                , të mos ketë zero. Pikat prej grafikut të funksionit katror 
ku koordinata e parë është zero e funksionit shtrihen në boshtin x.  
Detyra 1. Të caktohen zerot e funksioneve katrorе:  
а) b) c) 
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Zgjidhje. а) Diskriminanta e funksionit katror                 prej ku vijon se funksioni i dhënë 
katror ka dy zero reale. Ato janë rrënjë të barazimit përkatës katror                . Prandaj, funksioni 
i dhënë katror ka dy zero                 dhe                . 
b) Diskriminanta e funksionit të dhënë katror D = 0 prej ku vijon se funksioni i dhënë katror ka 
një zero reale. Ajo është rrënjë e dyfishtë e barazimit përkatës katror                . Prandaj, 
funksioni i dhënë katror ka një zero x = 2.  
c) Diskriminanta e funksionit të dhënë katror D > 0 prej ku vijon se funksioni i dhënë katror 
nuk ka zero. ♦  
Posaçërisht, kemi se:  
1) Barazimi katror                 ka zero në x = 0 prej ku përfundojmë se grafiku i tij kalon nëpër 
fillimin e koordinatave.  
2). Nëse koeficientët a dhe c te barazimi katror                 kanë shenjë të njëjtë, atëherë 
funksioni nuk ka zero, ndërsa nëse ato janë me shenja të kundërta, ai ka dy zero në 

  
3) Funksioni katror                 ka dy zero                 dhe                . Grafiku i tij kalon nëpër 
fillimin e koordinatave. 
 
Detyra  

1. Gjej boshtin e simetrisë të grafikut të funksionit . 
2. Gjeji diskriminantat e këtyre funksioneve katrore:  

а) b) c)  
3. Gjeji zerot e funksioneve katrore:  

а) b) c)  
ç) d) dh)  
4. A e pret grafiku i funksionit                 boshtin x?  
5. A ekziston funksion katror me bosht grafiku i të cilit e pret boshtin e parabollës në pikën (3,-
2)? 
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6.3. Vlerat ekstreme dhe intervalet e monotonies së funksionit katror 
 
Vlerat ekstreme të funksionit katror  
 
Shembulli 1. Ta shqyrtojmë funksionin katror                  
Pasi numrat realë                 janë zero të funksionit të dhënë, përfundojmë se pikat                 dhe                 
pikat prej grafikut të tij. Të caktojmë edhe disa pika prej grafikut të funksionit të dhënë dhe 
vlerat e fituara për koordinatat e tyre t’i paraqesim në tabelë: 

  

Nëse vlerat e fituara prej tabelës i interpretojmë në rrafshin koordinativ, kurse pastaj pikat e 
fituara në mënyrë të vijueshme i lidhim, do ta fitojmë grafikun e funksionit të dhënë katror. Të 
vërejmë se për x = 4 vlera e funksionit                 është më e vogël prej vlerës së funksionit për 
çfarëdo tjetër vlerë të ndryshores së 
pavarur x. Për funksionin e dhënë 
themi se ka minimum (vlera më e 
vogël). Në pikën 

 (vizatimi 2).  
Nëse realizojmë diskutim analog për 
funksionin                 
do të përfundojmë se për x = 4 vlera e 
funksionit                 është më e madhe 
prej vlerës së funksionit për çfarëdo 
qoftë tjetër vlerë të ndryshores së 
pavarur x. Atëherë themi se funksioni 
i dhënë ka maksimum (vlerë më të 
madhe). Në pikën                 (vizatimi 
3). ♦ 

Themi se një funksion                 ka minimum në pikën                . Nëse                 për çdo                
. Atëherë koordinatat e minimumit janë                . Në mënyrë analoge, themi se një funksion                 
ka maksimum në pikën                . Nëse                 për çdo                 dhe koordinatat e 
minimumit janë                . Ordinatat e minimumit, përkatësisht maksimumit do t’i quajmë vlera 
ekstreme të funksionit.  
 Në vazhdimë do të tregojmë se çdo funksion katror ka minimum ose maksimum. Prej formës 
kanonike të funksionit                 fitojmë se                  
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Pasi, për çdo numër real x,                 shenja e shprehjes                 varet vetë prej shenjës së 
koeficientit a. T’i shqyrtojmë këto dy raste: 
 

а) Për a > 0 shprehja  është jonegative, për çdo numër real x. Poashtu, për 

 ai ka vlerë më të vogël e cila është e barabartë me zero. Prandaj, vlera e 
shprehjes                 ka vlerë më të vogël për                 dhe ajo është                 përkatësisht                
. 
Domethënë, funksioni katror                , për a > 0, ka minimum                , i cili arrihet për                  
b) Për a < 0 shprehja,                 për çdo numër real x, kurse për                 ka vlerë më të madhe, 
e barabartë me zero. Sipas kësaj, vlera e shprehjes                 është më e madhe për                 dhe 

ajo është                 përkatësisht )  
Domethënë, funksioni katror                 për, a < 0 ka maksimum, i cili arrihet për                  
Pika                 quhet kulmi i funksionit të dhënë katror. 
Bashkësia e vlerave të funksionit katror është intervali                 
Për                 dhe                 për a < 0. 
Kështu, te shembulli 1 bashkësia e vlerave të funksioneve janë                 dhe                 
Shembulli 2. а) Funksioni katror                 për x = 4 ka minimum                . Prandaj, kemi se                
. Bashkësia e vlerave është                 

b) Funksioni katror  ka maksimum . Prandaj, 

, kurse bashkësia e vlerave është ♦  
Veçanërisht, Kemi se 

1) Barazimi katror për a > 0 ka minimum për x = 0 përkatësisht                . Nëse, a < 
0 funksioni i dhënë ka maksimum për x = 0 dhe T (0,0) 
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2) Barazimi katror 

   

për a > 0 ka minimum për x = 0 përkatësisht                . Nëse, a < 0 funksioni i dhënë ka 
maksimum për x = 0 dhe                 

3) Funksioni katror 

  
për a > 0 ka minimum për                 përkatësisht                . Nëse, a < 0 funksioni i dhënë ka 
maksimum për                 dhe                 ka vlerë më të vogël për                 dhe ajo është                 
përkatësisht                 
 Intervalet e monotonisë së funksionit katror  

Le të jetë dhënë funksioni katror  

 
Vizatimi 4  
Nëse a > 0 atëherë funksioni katror zvogëlohet në intervalin                 dhe rritet në intervalin                 
(vizatimi 4).  
Nëse a < 0, atëherë funksioni katror rritet në intervalin                 dhe zvogëlohet në intervalin                 
(vizatimi 5).  
Intervalet                 dhe                 quhen interval i monotonisë. 
Shembulli 3. а) Funksioni katror                 për x = 4 ka minimum                . Prandaj, kemi se ai 
zogëlohet në intervalin                 dhe rritet në intervalin                .  
b) Funksioni katror                 për                ka maksimum                . Prandaj, kemi se ai rritet në 

intervalin                 zvogëlohet në intervalin ♦ 
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Detyra  
1. Gjej për cilën vlerë të ndryshores x, këto funksione katrore kanë minimum (përkatësisht 
maksimum) dhe gjeje vlerën e tij:  
а) b) c) 

 
ç) d) dh)  
2. Gjeji koordinatat e kulmit të këtyre funksioneve katrore:  

а) b) c)  
ç) d) dh)  
Str. 105 
3. Gjej intervalet e monotonisë të këtyre funksioneve katrore:  
а) b) c) 

 
ç) d) dh)  
4. A ekziston funksioni katror i cili për x = 0 ka maksimum                , por pika                 i takon 
grafikut të tij? 
 
6.4. Shenja e funksionit katror  
Në këtë pjesë do ta shqyrtojmë pyetjen për cilat vlera të ndryshores x, funksioni katror                 
ka vlerë pozitive, përkatësisht negative. Për këtë qëllim do t’i shqyrtojmë këto tre raste: 
I. Diskriminanta e funksionit katror është pozitive (D > 0) 
Në këtë rast, barazimi katror përkatës ka dy rrënjë reale,                 dhe                . Atëherë 
funksionin katror mund ta shkruajmë sikurse                 
Pa humbur nga përgjithësimi mund të llogarisim se                  
а) Le të jetë                . Atëherë edhe                . Pra prodhimi                 është pozitiv. Prandaj, 
shenja e                 katrore është e njëjtë me shenjën sikurse edhe koeficienti a.  
Prandaj, kur                 vlera e funksionit katror është pozitive për çdo                , vlera e 
funksionit katror është negative për çdo                 kur                , kurse është negative për çdo                 
kur                  
b) Le të jetë                . Atëherë prodhimi                 është negativ. Prandaj, shenja e                 
është e kundërt me shenjën e koeficientit                . Domethënë, nëse,                , vlera e funksionit 
është negative për çdo                 kur                , kurse është pozitive për çdo                 kur                .  
c) Le të jetë                . Atëherë edhe                , pra prodhimi                 është pozitiv, Prandaj, 
shenja e                 është e njëjtë me shenjën e koeficientit                . Domethënë, nëse                , 
vlera e funksionit është pozitive për çdo                 kur                .  
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Shembulli 1. а) Funksioni katror                 është pozitiv për çdo                , por është negativ për 
çdo                 (vizatimi 9). 
b) Funksioni katror                 është negativ për çdo numër real                , por pozitiv për                 
(vizatimi 10). ♦  
II. Diskriminanta e funksionit katror është e barabartë me zero                . 
Në këtë rast, barazimi katror përkatës ka një rrënjë 
reale                . Atëherë, funksioni katror mund të 
shkruhet në formën                . Pasi për çdo                 
përveç për                , shenja e                 është e 
njëjtë me shenjën e koeficientit                  
Domethënë, nëse                , vlera e funksionit është 
negative për çdo numër real për                  përveç për                
, kur                , kurse është pozitiv për çdo numër 
real                 përveç për                , kur                . 
Shembulli 2. Funksioni është pozitiv për të gjithë                
, kurse                 është negativ për çdo                . 
Grafikët e tyre janë paraqitur te vizatimi 11 dhe 
vizatimi 12, përkatësisht. ♦  
Vizatimi 11 Vizatimi 12 
III. Diskriminanta e funksionit katror është negativ                 
Funksionin katror do ta shkruajmë në formën kanonike                 
Pasi edhe                 përfundojmë se                , përkatësisht                , për çdo numër real                
. Pasi                , shenja e funksionit është e njëjtë me shenjën e koeficientit 
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Domethënë, nëse                , vlera e funksionit është 
negative për çdo numër real kur                ,  kurse është 
pozitive për çdo numër real kur                 
Shembulli 3. а) ta caktojmë shenjën e funksionit                
. Në këtë rast edhe                . Domethënë, funksioni 
katror për çdo numër real x është pozitiv. Grafiku i tij 
është treguar te vizatimi 13.  
b) Funksioni katror                 ka diskriminantë 
negative. Pasi                 vijon se ai është negativ për 
çdo numër real                . Grafiku i tij është treguar te 
vizatimi 14. 
Vizatimi 13 Vizatimi 14 

 
Prej diskutimit paraprak vijon se për funksionin katror janë të mundshme këto forma të 
grafikëve të tyre (vizatimi 15-vizatimi 20). 
 
Detyra  
1. Gjeje shenjën e këtyre funksioneve katrore:  

а) b) c)  
2. Për cilat vlera të ndryshores x funksionet katrore 
а) b) c) 

 
kanë vlerë pozitive?   
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3. Si është shenja e funksionit katror në intervalin  

а) b) c) ç)  
4. Konstrukto grafikun e këtyre funksioneve:  
а) b) c) ç) d) dh) 

 
 
6.5. Pabarazimi katror me një të panjohur  
 
Koncepti për pabarazim katror  
 
Në vitin I jeni njohur me konceptet: pabarazim, bashkësi e përkufizimit të pabarazimit, zgjidhje 
të pabarazimit, pabarazime ekuivalente dhe me transformimet përkatëse të cilat pabarazimin e 
transformojnë në pabarazim ekuivalent me atë. Këtu do t’i shqyrtojmë dhe do t’i mësojmë 
pabarazimet katrore me një të panjohur.  
Sikurse gjer më tani theksuam, barazimi i shkallës së dytë me një të panjohur quhet pabarazim 
katror me një të panjohur, shkurtimisht pabarazim katror.  
Shembulli 1. а) Pabarazimi                 është linear me një të panjohur;  
b) Pabarazimi                 është pabarazim katror me një të panjohur;  
c) Pabarazimi                 është linear me dy të panjohura;  
ç) Pabarazimi                 është pabarazim katror me dy të panjohura. ♦ 
Shembulli 2. Pabarazimet katrore                 dhe                 janë ekuivalente në bashkësinë e 
numrave realë pozitivë, kurse nuk janë ekuivalente në gjithë bashkësinë e numrave realë. ♦  
Shembulli 3. Pabarazimi katror                 është ekuivalent me pabarazimin                , i cili është 
linear. ♦  
Shembulli 4. Pabarazimi katror                 është ekuivalent me pabarazimin                . ♦  
Të zgjidhet pabarazimi katror domethënë të caktohet bashkësia e zgjidhjeve të pabarazimit, 
përkatësisht të caktohen të gjitha vlerat e të panjohurës për të cilën pabarazimi kalon në 
pabarazim të saktë numerik, ose të konstatohet se ai nuk ka zgjidhje.  
Për të zgjidhur pabarazim katror të dhënë, të njëjtin e transformojmë në tjetër më të thjeshtë por 
ekuivalent me atë, ndërsa nuk arrijmë deri te pabarazimi bashkësia e zgjidhjeve të cilës është 
shënuar. Me transformimet përkatëse çdo pabarazim katror me një të panjohur sillet deri te 
pabarazimi ekuivalent me atë pabarazim të llojit (ose),                  
të quajtur forma e përgjithshme e pabarazimit katror me një të panjohur, ku a, b dhe c janë 
numra realë, të quajtur koeficientë të pabarazimit. Poashtu koeficienti a quhet koeficient i parë 
ose koeficienti para x2, koeficienti b quhet i dytë ose koeficient i mesëm, kurse koeficienti c 
koeficient i tretë ose anëtar i lirë. 
Shembulli 5. а) Pabarazimi                 është katror me koeficientët                 dhe                  
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b) Pabarazimi                 është katror me koeficientët                 dhe                  
c) Pabarazimi                 është katror me koeficientët                 dhe                 ♦  
Shembulli 6. Pabarazimi                 është ekuivalent me pabarazimin                . ♦  
Kujdes: Kur të dy anët e një pabarazimi do të shumëzohen me ndonjë shprehje, 
duhet pasur vëmendje dhe të shqyrtohen rastet kur ajo shprehje është pozitive, kur është 
negative, kurse kur është e barabartë me zero.  
 
Zgjidhja e pabarazimeve katrore me ndihmën e funksionit përkatës katror  
 
Ta caktojmë bashkësinë e zgjidhjeve të pabarazimit katror të formës                 
Nëse e shqyrtojmë funksionin katror përkatës, atëherë zgjidhja e pabarazimit të dhënë kalon në 
kërkimin e përgjigjes së pyetjes kur funksioni katror është pozitiv (zgjidhja nuk do të thotë 
zgjidhje e problemit kur funksioni është pozitiv ose i barabartë me zero). Me fjalë të tjera, 
gjetja e bashkësisë së zgjidhjeve të pabarazimit katror të dhënë sillet në përcaktimin e shenjës 
së funksionit katror përkatës. Bashkësinë e zgjidhjeve mund ta paraqesim grafikisht, duke 
shlyer pjesën prej boshtit numerik te i cili shtrihen pikat të cilat korrespondojnë në zgjidhjet e 
pabarazimit katror                 
Detyra 7. Zgjidhe pabarazimin katror                 

 
Vizatimi 21 
Zgjidhje. Në këtë rast diskriminanta e funksionit katror përkatës është                . Funksioni 
katror ka dy zero reale të ndryshme:                 dhe                  
Pasi, koeficienti para                 është pozitiv, funksioni                 do të jetë pozitiv për çdo                
. Prandaj, bashkësia e zgjidhjeve është                , të paraqitur te vizatimi 21. ♦  
Detyra 8. Zgjidhe pabarazimin katror                 
Zgjidhje. Diskriminanta e funksionit katror                 është                , kurse koeficienti para                 
është pozitiv. Prandaj, funksioni katror                 është pozitiv për çdo numër real                 
përkatësisht bashkësia e zgjidhjeve të pabarazimit të dhënë është bashkësia e numrave realë x. ♦  
Detyra 9. Zgjidhe pabarazimin katror                . 
Zgjidhje. Diskriminanta e funksionit katror është                , pra sipas kësaj funksioni katror ka 
dy zero reale, të ndryshëm                 dhe                 
 Vizatimi 22 
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Detyra 10. Zgjidhe pabarazimin katror                 
Zgjidhje. Diskriminanta e funksionit katror është                , kurse koeficienti i parë është 
pozitiv, pra ai është pozitiv për çdo numër real                . Domethënë, bashkësia e zgjidhjeve të 
pabarazimit katror të dhënë është                . ♦  
Detyra 11. Zgjidhe pabarazimin katror                  
Zgjidhje. Diskriminanta e funksionit katror është                . Atëherë funksioni katror ka dy zero 
reale:                 dhe                  

 
Vizatimi 23 
Pasi, koeficienti para shkallës më të lartë të të panjohurës është pozitiv, funksioni katror 
përkatës                 është pozitiv ose i barabartë me zero për çdo                . Prandaj, bashkësia e 
zgjidhjeve të pabarazimit katror të dhënë është                 treguar grafikisht te vizatimi 23. ♦  
 
Detyra 12. Zgjidhe pabarazimin katror                 
Zgjidhje. Diskriminanta e funksionit katror                 është                , por koeficienti para 
shkallës më të lartë të të panjohurës është negativ. Atëherë funksioni katror përkatës është 
negativ për çdo x. Prandaj, bashkësia e zgjidhjeve të pabarazimit                 është bashkësia e 
zbrazët, përkatësisht                ♦  
 
Detyra  
1. Gjeje numrin e të panjohurave te këto pabarazimi:  

а) b) c) ç)  
2. Gjeje shkallën e këtyre pabarazimeve:  

а) b) c) ç)  
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3. Transformoji deri në formën                 këto pabarazime katrore:  

а) b) c) ç)  
4. Kontrollo x = 3 a është zgjidhje e pabarazimit katror:  

а) b) c) ç)  
5. Zgjidhi këto pabarazime katrore:  

а) b) c) ç) d) dh)  
6. Cilat prej këtyre pabarazimeve katrore janë pabarazime identike, kurse për cilat bashkësia e 
zgjidhjeve është bashkësi e zbrazët?  

а) b) c) ç)  
 
6.6. Zgjidhja e pabarazimeve katrore me zbërthim  
Le të jetë dhënë pabarazimi katror                 
Trinom quhet trinom katror përkatës i pabarazimit të dhënë katror. Deri te bashkësia e 
zgjidhjeve të pabarazimit të dhënë katror mund të arrijmë edhe me zbërthimin e trinomeve 
katrore përkatëse të shumëzuesve linearë, përkatësisht                 
ku                 dhe                 janë rrënjë të ndryshme reale të trinomit katror përkatës. Atëherë 
zgjidhja bazohet në këto dy gjykime të cilat vlejnë për numrat realë:  
А·В > 0 nëse dhe vetëm nëse (А > 0 dhe В > 0) ose (А < 0 dhe В < 0)  
А·В < 0 nëse dhe vetëm nëse (А > 0 dhe В < 0) ose (А < 0 dhe В > 0).  
 Kështu, problemin e zgjidhjes së pabarazimit të dhënë katror e sjellim në problem të zbërthimit 
të trinomit katror të shumëzuesve, kurse pastaj me ndihmën e gjykimeve të sipërme, në 
zgjidhjen e sistemit të pabarazimeve lineare me një të panjohur.  
Detyra 1. Zgjidhe pabarazimin katror                 
Zgjidhje. Pasi                 pabarazimi i dhënë është ekuivalent me pabarazimin                 
përkatësisht                . Duke zbatuar gjykimet e sipërme e fitojmë këtë ekuivalencë 
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Bashkësia e zgjidhjeve të sistemit të parë është bashkësia e zbrazët, ndërsa bashkësia e 
zgjidhjeve të sistemit të dytë është intervali                . Unioni i të dy bashkësive të 
zgjidhjeve është intervali                  
Detyra 2. Zgjidhe pabarazimin                  
Zgjidhje. Pabarazimin e dhënë e shkruajmë në llojin                , përkatësisht                . 
Pabarazimin e fundit do ta sjellim në pabarazim katror. Pikërisht, nëse të dy anët e pabarazimit 
i shumëzojmë me                 për                 e fitojmë pabarazimin ekuivalent                 përkatësisht 
bashkësia e zgjidhjeve të të cilit është intervali                . 
Pabarazimin prej shembullit paraprak mund ta zgjidhim edhe duke shfrytëzuar këto gjykime të 
cilat vlejnë për numra realë:  
               . Nëse dhe vetëm nëse (А > 0 dhe В > 0) ose (А < 0 dhe В < 0)  
               . Nëse dhe vetëm nëse (А > 0 dhe В < 0) ose (А < 0 dhe В > 0).  
 
Detyra  
1. Për cilat vlera të x trinomi                 ka  
а) vlerë pozitive; b) vlerë negative;  
c) vlerë të barabartë me zero?  
2. Zgjidhi këto pabarazime katrore:  
а) b) c) ç) d) dh). 

 
3. Gjeje bashkësinë e zgjidhjeve të këtyre pabarazimeve katrore: 
а) b) c) ç) d) dh) 

 
4. Zgjidhi këto pabarazime:  
а) b) c) ç) d) dh) 
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6.7. Sistemi dhe bashkësia prej dy pabarazimeve katrore me një të 
panjohur 
Në këtë pjesë do të futim konceptet prej dy pabarazimeve katrore dhe bashkësia prej dy 
pabarazimeve katrore me një të panjohur.  
 
Sistem prej pabarazimeve katrore  
Për bashkësinë prej dy pabarazimeve katrore me të panjohurën e njëjtë themi se është sistem i 
pabarazimeve katrore me një të panjohur, nëse duhet të caktohen të gjitha ndryshoret për të 
cilat janë të kënaqur të dy pabarazimet te sistemi. 
Zgjidhje e sistemit prej pabarazimeve katrore me një të panjohur është çdo vlerë e të 
panjohurës                 e cila është zgjidhje e çdonjërës prej pabarazimeve te sistemi. Bashkësia e 
zgjidhjeve të sistemit të dhënë të pabarazimeve katrore me një të panjohur përbëhet prej 
zgjidhjeve të përbashkëta të çdonjërës prej pabarazimeve te sistemi, përkatësisht prej prerjes së 
bashkësisë së zgjidhjeve të pabarazimeve të sistemit. Të zgjidhet sistemi i pabarazimeve 
katrore me një të panjohur do të thotë të caktohet bashkësia e zgjidhjeve.  
Dy sisteme të pabarazimeve katrore me një të panjohur janë ekuivalente nëse kanë bashkësi të 
barabarta të zgjidhjeve. Nëse njëri prej pabarazimeve te sistemi e zëvendësojmë me 
pabarazimin ekuivalent të atij e fitojmë, sistemin e pabarazimeve ekuivalente të dhëna.  
Prej teoremave për pabarazime ekuivalente, çdo sistem prej dy pabarazimeve katrore me një të 
panjohur është ekuivalent me sistemin e llojit  

  ose   
të quajtur forma e përgjithshme e sistemit prej dy pabarazimeve katrore me një të 
panjohur me koeficient                  
Shembulli 1. Sistemi                 është ekuivalent me sistemin                 
i cili është në formën e përgjithshme. Një zgjidhje e tij është x = 10, ndërsa x = -1 nuk është 
zgjidhje e tij. Me të vërtetë 

 , por ♦  
Bashkësinë e zgjidhjeve mund ta paraqesim grafikisht. Paraqitja grafike e zgjidhjeve të 
sistemit prej dy pabarazimeve katrore me një të panjohur përbëhet prej kësaj:  
1) E shlyejmë pjesën prej boshtit numerik në të cilin shtrihen pikat të cilat korrespondojnë me 
zgjidhjen e pabarazimit të parë.  
2) te boshti numerik i njëjtë e shlyejmë pjesën në të cilën shtrihen pikat të cilat korrespondojnë 
zgjidhjet e pabarazimit të dytë.  
3) Zona dy herë e shleyr përbëhet prej pikave të cilat korrespondon bashkësia e zgjidhjeve të 
sistemit.  
Në vazhdim, nëpër disa shembuj do ta ilustrojmë metodën e zgjidhjes 
së sistemit të pabarazimeve katrore me një të panjohur.  

Detyra 1. Zgjidhe sistemin  
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Zgjidhje. Së pari e zgjidhim pabarazimin                . Bashkësia e tij e zgjidhjeve është                
. Bashkësia e zgjidhjeve të pabarazimit të dytë është                . Atëherë                 është bashkësia e 
zgjidhjeve të sistemit të dhënë. 

 
Vizatimi 24 
Paraqitja grafike e zgjidhjes është dhënë te vizatimi 24. ♦  
Detyra 2. Zgjidhe sistemin                  
Zgjidhje. Bashkësia e zgjidhjeve të pabarazimit të parë është                , kurse bashkësia e 
zgjidhjeve të pabarazimit të dytë është                . Atëherë bashkësia e zgjidhjeve të sistemit të 
dhënë është                 (vizatimi 25). ♦ 

 
Vizatimi 25 
Detyra 3. Zgjidhe sistemin                  
Zgjidhje. Bashkësia e zgjidhjeve të pabarazimit të parë katror është                , kurse bashkësia 
e zgjidhjeve të pabarazimi të dytë është                . Atëherë bashkësia e zgjidhjeve të sistemit të 
dhënë është                 (vizatimi 26). 

 
Vizatimi 26 
 
Bashkësia prej dy pabarazimeve katrore me një të panjohur  
Për bashkësinë prej dy pabarazimeve katrore me një ndryshore të njëjtë themi se është 
bashkësia e pabarazimeve katrore me një të panjohur, nëse duhet të caktohen të gjitha 
vlerat e ndryshores për të cilën është kënaqur të paktën njëra prej pabarazimeve të sistemit.  
Zgjidhja e bashkësisë së pabarazimeve katrore me një të panjohur është çdo numër real për të 
cilin të paktën njëri prej barazimeve me një të panjohur është çdo numër real x për të cilin të 
paktën njëri prej pabarazimeve te sistemi kalon saktë në barazim numerik.  
Bashkësia e zgjidhjeve e bashkësisë së pabarazimeve katrore me një të panjohur përbëhet prej 
të gjithë numrave realë të cilët janë zgjidhje e bashkësisë, përkatësisht paraqet union të 
bashkësive të zgjidhjeve të çdonjërit prej pabarazimeve te bashkësia. 
Detyra 4. Zgjidhe bashkësinë e pabarazimeve katrore  

\  
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Zgjidhje. Bashkësia e zgjidhjeve të pabarazimit të parë katror është                , kurse bashkësia 
e zgjidhjeve të pabarazimit të dytë është                 Bashkësia e zgjidhjeve të bashkësisë së 
dhënë është                 (vizatimi 27).  

 

Detyra 5. Zgjidhe bashkësinë e sistemit të pabarazimeve  
Zgjidhje. Bashkësia e zgjidhjeve të pabarazimit të parë katror është                , kurse bashkësia 
e zgjidhjeve të pabarazimit të dytë është                 Bashkësia e zgjidhjeve të bashkësisë së 
dhënë është                 (vizatimi 28)♦ 

 

Detyra  

1. Sistemi a janë ekuivalent?  
2. Zgjidhi sistemet:  

а) b) c)  
3. Gjeje bashkësinë e zgjidhjeve të sistemeve:  

а) b) c)  
4. Zgjidhi sistemet:  
а) b) c) 

 
5. Gjeje bashkësinë e zgjidhjeve të gjithë pabarazimeve: а) b) c) 
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6.8.* Zbatimi i sistemit të pabarazimeve katrore  
Sistemet e pabarazimeve katrore gjejnë zbatim në zgjidhjen e detyrave më të përbëra në 
matematikë. Do të shqyrtojmë disa shembuj.  
Detyra 1. Zgjidhi pabarazimet                . 
Zgjidhje. Prej                  
vijon se bashkësia e zgjidhjeve të pabarazimit të dhënë është unioni i bashkësisë së dy 
sistemeve të pabarazimeve katrore. Bashkësia e zgjidhjeve të sistemit të parë është                 
por të sistemit të dytë                . Zgjidhje e pabarazimit të dhënë është bashkësia♦  
Detyra 2. Zgjidhe pabarazimin                  
Zgjidhje. Pasi  

 
bashkësia e zgjidhjeve të pabarazimit të dhënë është unioni i bashkësisë së zgjidhjeve të dy 
sistemeve të pabarazimeve katrore. Bashkësia e sistemit të parë është                , por të sistemit të 
dytë                . Zgjidhje e pabarazimit të dhënë është bashkësia e                ♦  
Detyra 3. A ekziston katror për të cilin shuma prej vlerave numerike të syprinës dhe perimetrit 
është më i madh se 5, kurse më i vogël se 21?  
Zgjidhja. Ta shënojmë brinjën e katrorit të kërkuar me x. Prej kushtit të detyrës e fitojmë 

sistemin   
i cili është ekuivalent me sistemin                  
Bashkësia e zgjidhjeve të pabarazimit të parë është                . Ndërsa bashkësia e zgjidhjeve të 
pabarazimit të dytë është                 Zgjidhja e sistemit të pabarazimeve është                . Prandaj, 
katrori me vetitë e kërkuara ekziston. Edhe aq më shumë, çdo katror gjatësia e të cilit është më 
e madhe se 1 dhe më e vogël se 3 i plotëson kushtet e detyrës. ♦  
 
Detyra  
1. Zgjidhi këto pabarazime:  

а) b) c) ç)  
2. Gjeje bashkësinë e zgjidhjeve të këtyre pabarazimeve:  
а) b) c) ç) 
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3. Zgjidhi këto pabarazime:  
а) b) c) 

 
4. Gjeje bashkësinë e zgjidhjeve të këtyre pabarazimeve:  

а) b) c)  
Zgjidhja e pabarazimit të dhënë është bashkësia ♦ 
5. Gjej dy numra natyrorë të njëpasnjëshëm për të cilët shuma prej katrorëve të tyre është më i 
vogël se 41, kurse prodhimi i tyre është më i madh se 6. 
 
 DETYRA PËR PËRSËRITJE  
1. Gjeji zerot e funksioneve katrore:  
а) b) c) 

 

2. Për funksionin katror  gjeji koordinatat e kulmit.  
3. Cakto shenjën e këtyre funksioneve katrore:  
а) b) c) 

 

4. Është dhënë funksioni katror  
Gjeje vlerën e parametrit m nëse pika i takon grafikut të funksionit të dhënë katror, kurse 
pastaj, për vlerën e fituar gjeji koordinatat e kulmit.  
5. Shqyrto vetitë dhe vizato grafikun e këtyre funksioneve katrore:  

а) b) c)  
6. Zgjidhi këto pabarazime:  

а) b) c) ç) d) dh)  
7. Gjeje bashkësinë e zgjidhjeve të sistemeve:  

а) b) c)  
8. Zgjidhi pabarazimet:  

а) b) c)  
9. Gjeje bashkësinë e zgjidhjeve të këtyre pabarazimeve:  

а) b) c)  
10. Shuma e katrorëve të dy numrave natyror tek të njëpasnjëshëm është më e madhe prej 74 
por më e vogël prej 202. Cilët janë ata numra? 
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7. VEKTORËT NË RRAFSH. FIGURAT GJEOMETRIKE NË HAPËSIRË  
 
7.1. Koncepti për vektorin  
 
Vitin e kaluar shkollor u njohe me konceptet: pika, drejtëza, rrafshi, largësia, segmenti e të 
tjera, pozitat e tyre reciproke sikurse edhe mënyrat e shënimit.  
Gjatë zgjidhjes së detyrave vërejmë se disa koncepte, sikurse që janë gjatësia e segmentit, 
syprina e trekëndëshit, masa e ndonjë trupi, temperatura e ujit e të tjera, janë përcaktuar vetëm 
me numër real (skalar) i cili paraqet raportin e atij koncepti me masën njësi për madhësinë e tij. 
Konceptet (madhësitë) e këtilla quhen skalare. Kështu, për shembull, nëse masa e një trupi 
është 2kg, atëherë ajo është dy herë më e madhe për masën 1kg.  
Ekzistojnë koncepte (forca, nxitimi, fuqia e fushës magnetike…), të cilët, përveç me vlerën e tij 
numerike, janë përcaktuar edhe me drejtimin e vet dhe me kahen e vet. Për shembull, nëse 
themi se era fryn me shpejtësi prej 20km/h, me atë vetëm e kemi thënë vlerën numerike të 
shpejtësisë së erës. Nuk e dimë në cilin drejtim ka fryrë ajo ose në cilën kahe. Domethënë, për 
të caktuar shpejtësinë e erës nuk është e mjaftueshme vetëm vlera e saj numerike. Nëse themi 
se edhe era fryn në drejtim veri-jug, e kemi thënë edhe drejtimin e shpejtësisë së erës. Ngel 
edhe të themi se era a fryn prej jugut nga veriu ose prej veriut nga jugu. Këtë e përcakton kahja. 
Konceptet (madhësitë) e këtilla të cilat janë përcaktuar me shpejtësinë e vet, drejtimin e vet dhe 
kahen e vet quhen vektoriale. 
Le të jetë p drejtëz në rrafsh. Drejtëza p së bashku me të gjitha drejtëzat paralele me atë 
përcaktojnë drejtim në rrafsh. Më tej drejtimin do ta identifikojmë me njërën prej drejtëzave, 
të cilat ndërmjet veti janë paralele, d.m.th., ajo drejtëz do të jetë përfaqësues i drejtimit.  
Të shqyrtojmë dy gjysmëdrejtëza të cilat shtrihen në drejtëzën e njëjtë (d.m.th., janë 
nënbashkësi prej drejtëzës së njëjtë). Nëse njëra gjysmëdrejtëz është nënbashkësi prej tjetrës, 
themi se gjysmëdrejtëzat kanë kahe të njëjtë. Në të kundërtën do të themi se kanë kahe të 
kundërt.  
Vizatimi 1 
Te vizatimi 1 gjysmëdrejtëzat AC dhe BC kanë kahe të njëjtë 
pasi BC është nënbashkësi prej AC. Gjysmëdrejtëzat BA dhe 
AC kanë kahe të kundërta pasi as BA⊆AC, as AC⊆BA. 
Tani të shqyrtojmë dy gjysmëdrejtëza AB dhe CD, të cilat shtrihen në dy drejtëza paralele p dhe 
q, përkatësisht. Pikat e tyre fillestare le të jenë A dhe C. Drejtëza AC e ndan rrafshin në dy 
gjysmërrafshe dhe çdonjëra prej gjysmëdrejtëzave është nënbashkësi prej njërit gjysmërrafsh. 
Nëse të dy gjysmëdrejtëzat janë nënbashkësi prej gjysmërrafshit të njëjtë, atëherë themi se të dy 
gjysmëdrejtëzat kanë kahe të njëjtë. Në të 
kundërtën do të themi se kanë kahe të 
kundërta. Kështu, te vizatimi 2, 
gjysmëdrejtëzat AB dhe CD kanë kahe të 
njëjtë, kurse AE dhe CD kanë kahe të 
kundërt. Është e qartë se EA dhe CD kanë kahe të njëjtë. Vizatimi 2 
Domethënë kahja përkufizohet vetëm nëse gjysmëdrejtëzat kanë drejtim të njëjtë.  
Përkufizimi. Vektor paraqet objekt matematikor, i cili është përcaktuar me: madhësinë, 
drejtimin dhe kahen e vet.  
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7.2. 2SHUDFLRQHW PH YHNWRU 

0EOHGKMD H YHNWRUsYH

AB = a, atëherë mXnd të konstrXktoMmë dreMtëz e cila kalon nëSër 



-e të jenë B�dhe C Îfarëdo vektor në rrafsh� /ëse e shënojmë

Sikën .  dhe është Saralele me dreMtëzën e cila është SërcaktXar me 

lidhXr me Yektorin D d�m�th�� Iillimi i E SXthitet me IXndin e D 
Yektorin E� 1ë këtë mën\rë e IitoMmë Yektorin i cili është  

�Yizatimi �0�� 'omethënë�                 dhe               

.Mo mën\rë e mEledhMes së YektorëYe TXhet UUHJXOOD H WUHNsQGsVKLW� 
1ëse në Yend t¶i lidhim nMërin në tMetrin� Yektorët 

Mokolinear i sMellim në Iillimin e nMëMtë �Yizatimi ���� atëherë 
shXma e YektorëYe ka dreMtim dhe madhësi të diaJonales së 
SaraleloJramit dhe kahe SreM kXlmit Të është Iillim i 
SërEashkët� .Mo mën\rë e mEledhMes TXhet UUHJXOOD  ̀
SDUDOHORJUDPLW� 

'o të YërtetoMmë disa Yeti të shXmës së YektorëYe� 

x 3ër odo Yektor       dhe     Ylen                        � d�m�th�� Ylen liJMi NRPXWDWLY a b+ = b + a

0e të Yërtetë� le të Menë dhënë Yektorët 

 
ɝɨ

$tëherë dhe $% dhe &' Manë Saralele� Sra $%&' është SaraleloJram� 

Iillimit të  SXthiten� d�m�th���

'omethënë� Yektorët  kanë madhësi të EaraEarta $& dhe %' kahe të nMëMtë� 
� Ƈ 

$tëherë        dhe
Sra YiMon se Ylen kMo Yeti 

x 3ër oIarëdo Yektor �a b

( ) ( )a b c a b c+ + = + +
 

   

d�m�th�� Ylen lLJML DVRFLDWLY SsU PEOHGKMHQ  ̀ ..........

Vizatimi �0

Vizatimi ��

 
ɝɨ

Vizatimi �2

Vizatimi �� 

3ërkXIizimi� 6hXma e YektorëYe D dhe E TXhet Yektori        � d�m�th�� Yektori Iillimi i të cilit 
është Iillimi i D� kXrse mEarimi është IXndi i E� 

6hXmën e D dhe E do ta shënoMmë me             � d�m�th�� � 

PEOHGKMHQ H YHNWRUsYH� 

               dhe                  �Yizatimi �2� shXmën

             e IitoMmë kXr IXndi E IitoMmë kXr D dhe

ViMon 
dhe

/e të Menë� tani� të tre Yektorët të lidhXr nMëri në tMetrin� d�m�th�� 
le të Menë             �                dhe                �Yizatimi ���� 
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1ë SërJMithësi� Sër mEledhMen e n YektorëYe� kX n është nXmër 
nat\ror� shIr\tëzohet UUHJXOOD H VKXPsNsQGsVKLW� Vektorët Manë 
ÄlidhXr´ nMëri në tMetrin �Iillimi i Sasardhësit është te IXndi i 
Saraardhësit� dhe shXma e t\re Iillimi i të cilit është te Iillimi i të Sarit� 
kXrse IXndi te Yektori i IXndit �Yizatimi ���� 

x 3ër odo Yektor D Ylen 0a a+ =


 

�

a AB=




, 0 BB=


0e të Yërtet� nëseɨ

$tëherë 0 �a AB BB AB a+ = + = =
  



 

Ƈ


 siSas kësaM Ylen kMo Yeti� 

3ër odo Yektor      Ylen 

0AC CA AA+ = = � Ƈ 

=EULWMD H YHNWRUsYH 

3ërkXIizimi� 1ëse $, % dhe & Manë oIarëdo Yektor� atëherë ndr\shimi       
 SërkXIizohet me e                             dhe                                   � 

.Mo do të thotë se zEritMa e YektorëYe është mEledhMe e nMë Yektori dhe i kXndërti i Yektorit 
tMetër� 3randaM� ndr\shimi 

( )AB AC AB AC AB CA CA AB CB− = + − = + = + =
        

� 



b


� atëherë Yektorët +a b

Sër oIarëdo Sika $, % dhe & SreM rraIshit� 
1ëse kemi SaraleloJram të konstrXktXar mEi d\ Yektor D  dhe

shtrihen te diaJonalMa e cila kalon 

/e të Metë a Yektor dhe N është skalar �nXmër real�� Vektori i SërcaktXar me� 

nëSër Iillimin e t\re të SërEashkët� kXrse Yektori D � E L 
diaJonales tMetër �Yizatimi ����
SKXPs]LPL L YHNWRUsYH PH QXPsU �VNDODU� 

dreMtim të nMëMtë me dreMtimin e D, JMatësia                          dhe nëse k!0� Yektorët ND dhe
D kanë kahe të nMëMta� kXrse nëse k�0� Yektorët ND dhe D kanë kahe të kXndërta� 

3sUNXIL]LPL. Vektori       TXhet Srodhimi i Yektorit D me skalarin N� 
3ër shXmëzimin e Yektorit me skalar YleMnë këto Yeti� 

x
0 0a⋅ =


� 0 0k ⋅ = � � a a⋅ =
  � ( )� a a− = −

 

x 3ër odo skalar N dhe P dhe Yektori        Ylen ( ) ( )k ma km a=
  dhe ( )k m a ka ma+ = +

  �

Vizatimi ��

Vizatimi ��

1ëse  � $tëherë         Sra 

6KHPEXOOL �� /e të Menë $, % dhe & tri Sika në rraIsh� Vektori është Yektor
zero� Sasi SreM rreJXllit të trekëndëshit kemi dhe                                     

3ër odo Yektor D dhe skalar N Ylen 
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x 3ër odo skalar N dhe odo Yektor D dhe E


Ylen ( )k a b ka kb+ = +
 

  � 

'HW\UD �./e të Metë $%&' SaraleloJram dhe 2 SrerMa e diaJonaleYe të tiM� 

ɚ� AB CO+ �   
E� AO BO C+ + +O DO
   



� c� (B

C OA)+ + OC�
  

ɝ� ( )AB DO OA+ +
  

� d� DO B+ C OA+ + AB
   

� ɼ� AD BO−
 

     

ɚɤɨ
ɢɫɤɨɪɢɫɬɢɦɟ ɞɟɤɚ CO OA=

=JMLGKMD. ɚ� A

B


C+


O = AB + OA = OB = DO
ɢɥɢ

AB CO DC CO DO+ = + =
    

ɚɤɨ ɢɫɤɨɪɢɫɬɢɦɟ ɞɟɤɚ AB DC=
 

� 
ɛ� 0AO BO CO DO+ + + =
    

� ɛɢɞɟʁʅɢ AO CO= −
 

 ɢ BO DO= −
 

� 
ɜ� ( ) ( )BC OA OC BC OA OC BC+ + = + + =

      

� ɛɢɞɟʁʅɢ AO CO= −
 

ɝ� ( ) 2AB DO OA OB OA OB OA OB DB+ + = − + + = =
        

ɞ� DO BC OA AB DO OA AB BC DA AC DC+ + + = + + + = + =
          

� ɼ� 
AD BO BC BO BC OB OC− = − = + =
      

ɢɥɢ AD BO AD OD AD DO AO OC− = − = + = =
       

� Ƈ 

Приɦер 2. ɇɚ ɰɪɬɟɠɨɬ ��� ɞɚɞɟɧɢ ɫɟ ɜɟɤɬɨɪɢɬɟ
a AM=
 

 ɢ b AN=
 

ɬɚɤɜɢ ɲɬɨ AM MB=  ɢ AN NC= � ȷɟ
ɝɢ ɢɡɪɚɡɢɦɟ ɜɟɤɬɨɪɢɬɟ � � �BM NC MN BN

   

ɫɨ ɩɨɦɨɲ ɧɚ

ɜɟɤɬɨɪɢɬɟ a


 ɢ b


� 
Ɂɚ ɜɟɤɬɨɪɨɬ BM



ɢɦɚɦɟ� BM MA AM a= = − = −
   

� ɫɥɢɱɧɨ
NC b=
 

� ɚ ɡɚ ɜɟɤɬɨɪɨɬ MN


 ɨɞ ɩɪɚɜɢɥɨɬɨ ɧɚ ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɤ
ɢɦɚɦɟ� MN MA AN a b= + = − +

    

� ɧɨ  
MN AN AM b a= − = −
    

ɚɤɨ ɫɟ ɢɫɤɨɪɢɫɬɢ ɪɚɡɥɢɤɚ ɧɚ
ɜɟɤɬɨɪɢ ɢ 2 �BN BA AN BM MA AN BM AM AN a a b a b= + = + + = − + = − − + = − +

             

 Ƈ 
Задаɱа 2. ɍɩɪɨɫɬɢ ɝɢ ɢɡɪɚɡɢɬɟ� 

а) ( )� 2a a b c+ − +
   

� б) ( ) ( )2 2 � � �a b c b c a− + + + −
     

=JMLGKMD. 0e zEatimin e YetiYe Sër shXmëzim të Yektorit me skalar Iitohet� 
а) ( )� 2 � 2 2 2 � 2 2a a b c a a b c a b c+ − + = + − + = − +

          

� 
   

E�  (2 a b− +2 � )c + b� �+ (c

− )a=


2

�− +a b c


+� � �b

+ c


− �a


= −�a +��c

 

� Ƈ 

'HW\UD �. 1ë oIarë Sozite reciSroke JMenden Sikat $, % dhe & nëse Ylen 

2AB AC=
 

" 
=JMLGKMD. Éshtë e Tartë se Sikat $�% dhe & shtrihen në dreMtëzën e nMëMtë� d�m�th�� Manë 

kolineare� 'Xhet ta caktoMmë renditMen e at\re SikaYe te dreMtëza� 3reM Earazimit 

Vizatimi��

Vizatimi ��



Vektorët Mozero D dhe E Manë kolinear nëse dhe Yetëm nëse ekziston skalar N � �, ashtX Të
              � 1ëse N � � me       do ta shënoMmë Yektorin        � 'omethënë�                �

7hMeshto shSrehMet�

YiMon se JMatësia e seJmentit          është d\herë më e madhe se JMatësia e seJmentit 
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në mes ndërmMet SikaYe $ dhe %� Ƈ 

DHW\UD� 
1. 6hSrehi Yektorët

BO OC−
 

2.

D dhe E nëse është SaraleloJram te Yizatimi ��� 

/e të Menë CA = a ɢ CD E siSas IiJXrës



3. Éshtë dhënë JMashtëkëndëshi i rreJXllt ABCDEF

4. 'iaJonalet e SaraleloJramit
ABCD Sriten te Sika 6� .ontrollo a YleMnë Earazimet�

  

� ɚ� A


B
 

C+


S

=
 

DS


c� AS BS C+ + +S DS = 0
�  


E�


AD BS− = SC

� 
5. 7hMeshtoMi shSrehMet

7.3. =EDWLPL L YHNWRUsYH

Vektorët kanë zEatim të JMerë në teknikë� Iizikë� matematikë dhe shkenca të tMera�
.ëtX do të Sërmendim disa det\ra me të cilat ilXstrohet zEatimi i YektorëYe në Yërtetimin e 
disa JM\kimeYe nJa JMeometria� 
           'HW\UD �. /e të Metë 0 Sika e mesme e seJmentit $%� 
kXrse 2 është oIarëdo Sikë në rraIsh� Vërteto se 

� �
2 2

OM OA OB= +
  

� 

Реɲение. ɂɦɚɦɟ OM OA AM= +
  

 ɢ
OM OB BM= +
  

� �ɰɪɬɟɠ 20�� Ⱥɤɨ ɝɢ ɫɨɛɟɪɟɦɟ ɨɜɢɟ
ɪɚɜɟɧɫɬɜɚ� ɞɨɛɢɜɚɦɟ� 2OM OA AM OB BM= + + +

    

�

( )2OM OA OB AM BM= + + +
    

� 2 0�OM OA OB= + +
  



 ɧɨ AM


 ɢ BM


ɫɟ ɫɩɪɨɬɢɜɧɢ

ɜɟɤɬɨɪɢ� ɩɚ � �
2 2

OM OA OB= +
  

� Ƈ 

'HW\UD �. 3ikat $� dhe %� Manë meset e ErinMëYe 
$& dhe %& të trekëndëshit $%& �Yizatimi 2��� 

Vërteto se � �
�
2

A B BA=
 

� 

Vizatimi ��

Vizatimi �9

Vizatimi 20

Vizatimi 2�

dhe YektorëYe        dhe         Manë me kahe të nMëMtë� 3ër këtë SërIXndoMmë se Sika & shtrihet 

 dhe me ndihmën e YektorëYe 

�9� shSrehi me ndihmën e D dhe E Yektorët� 
dhe

/e të Menë       dhe       shSrehi me ndihmën 
dhe 2 është Tendra e YiMës rrethore të MashtëshkrXar�  

e D dhe E Yektorët� 
dhe        �
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=JMLGKMD� Vlen  � 1Ja ana tMetër kemi� 
0e mEledhMe të kët\re EarazimeYe� kemi�

� � � � � �2 � � � �B A AB B C B A CA BA= + + + +
     

� ɨɞ ɤɚɞɟ � �
� 0 0
2

B A AB= + +
 

 

ɬ�ɟ� � �
� �
2

B A AB=
 

 Ƈ 

9sUHMWMH. 6eJmenti �IormXla� TXhet YiMa e mesme Saralele me ErinMën $% te ǻ$%& 

dhe SreM kësaM Të YiMon se � kXrse këtë se Yektorët Manë 

kolinear� d�m�th� dhe d�m�th�� YiMa e mesme te trekëndëshi ka JMatësi

së ErinMës Saralele me atë�
DHW\UD �. /e të Metë D dhe E Manë Yektor Mokolinear dhe [ dhe \ Manë oIarëdo nXmra 



realë� 1ëse � atëherë � Vërteto�   

=JMLGKMD. 3reM kësaM D dhe E Manë Yektor Mokolinear YiMon se ato nXk Manë Yektor  
zero� 7ë sXSozoMmë të kXndërtën� d�m�th�� [ � 0� $tëherë SreM                          YiMon se 

� 1ë mën\rë analoJe Iitohet nëse e marrim sXSozimin tMetër� d�m�th�� \ � 0� 3randaM� SatMetër të 
Ylen [ = \ = 0� Ƈ

DHW\UD �. 'iaJonalet te odo SaraleloJram SërJM\smohen� Vërteto� 
=JMLGKMD� /e të Metë $%&' SaraleloJram dhe 2 është SikëSrerMa e diaJonaleYe  

( )BO yBD y AD AB= = −
   

� Sra SatMetër

( ) ( )�BO BA AO AB x AB AD x AB xAD= + = − + + = − +
       

� ɩɚ ɦɨɪɚ  

( ) ( )�y AD AB x AB xAD− = − +
   

  

Vektorët       dhe         � 1Xk Manë kolinear� Sra SreM det\rës � kemi

d�m�th� ( x − + y) AB + ( x� 0− y) AD = �

x − =y 0 d�m�th 

DHW\UD 
1. /e të Menë 0� 1 dhe P meset e ErinMëYe të

Vërteto AM B+ N C+ P = 0�
2.* /e të Metë 7 Sika e rëndimit te ǻ$%&� Vërteto se 

( )�
�

OT OA OB OC= + +
   

� kX 2 është oIarëdo Sikë në 

rraIsh� 
3. Éshtë dhënë katrori $%&' dhe 6 është Sika te e cila

Sriten diaJonalet e tiM� /e Menë 0 dhe 1 meset e ErinMëYe %6 dhe '6� Sërkatësisht� 6hSrehi
Yektorët                          dhe         me ndihmën e YektorëYe              dhe             �

4. Éshtë dhënë JMashtëkëndëshi i rreJXllt $%&'() dhe 6 është Tendra e YiMës rrethore
të MashtëshkrXar� 7hMeshtoMi Yektorët� 

Vizatimi 222

 

Të do të thotë se Yektorët Manë kolinear� .Mo është në kXndërthënie me sXSozimin�

 $& dhe %'� 3asi Sikat $� 2 dhe & Manë kolineare� YiMon se ekziston nXmër real [ ashtX Të
�  1ë mën\rë analoJe� ekziston nXmër real \ ashtX Të

trekëndëshit $%& �Yizatimi 22�� 
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а) CD EF+
 

, b) SF + AB
 

, c) AB − ES
 

, ç) DE + CS
 

. 
5.

7.4. Aksiomat për gjeometrinë h hapësinore 
Vitin e kaluar shkollor u njohtëm me konceptet themelore dhe të nxjerra, disa 

prej aksiomave dhe teoremave në gjeometrinë e rrafshit (planimetri). I mësove pozitat 
reciproke të koncepteve themelore pika dhe drejtëza në një rrafsh. Kjo pjesë i është 
përkushtuar pikërisht aksiomave dhe disa teoremave prej gjeometrisë së hapësirës 
(stereometria), si pozita reciproke të koncepteve themelore pika, drejtëza dhe rrafshi. 

Të përkujtohemi, të gjithë koncepteve saktësinë e të cilave e pranojmë pa përkufizim 
quhen koncepte themelore, kurse të gjitha konceptet e tjera quhen koncepte të nxjerra.

Gjatë ndërtimit të gjeometrisë së hapësirës nisemi prej koncepteve themelore: pika, 
drejtëza, rrafshi, largësia dhe hapësira, kurse pastaj duke shfrytëzuar ato si edhe të 
tjerat koncepte matematikore përkufizohen konceptet e tjera gjeometrike. Poashtu, çdo 
bashkësi e pikave në hapësirë quhet vizatimi h hapësinore gjeometrike. Konceptet 
themelore: pika, drejtëza, rrafshi dhe hapësira quhen edhe vizatimi themelore 
gjeometrike. Hapësira është bashkësi e pafundshme e pikave me shenjën P elementet e të 
cilit i shënojmë me A, B, C,… shkronjat e mëdha të latinishtes. 
         Gjatë ndërtimit të gjeometrisë së hapësirës do të pranojmë se çdo pikë prej hapësirës 
gjendet në ndonjë largësi prej pikës tjetër. Për largësinë ndërmjet dy pikave A dhe B do ta 
shfrytëzojmë shenjën  AB dhe i pranojmë këto aksioma:  

  А1. Largësia prej një pikë А deri te pika tjetër В është numër real pozitiv ose zero, 
përkatësisht             Ky është numër pozitiv, nëse pikat janë të ndryshme, dhe është zero nëse 
ato puthiten, përkatësisht ≠A

nëse A ≠ B atëherë AB >0, nëse A = B atëherë AB = 0
А2. Për çfarëdo dy pika А dhe В, largësia prej А deri te В është  e barabartë me largësinë 

prej В deri te А, përkatësisht AB = BA. 
        А3.  Për çfarëdo tri pika А, В dhe С, largësia prej А deri te С nuk është më e madhe prej 
shumës së largësive AB dhe BC, përkatësisht  AC AB≥−BC . 

.AC AB BC≤ +  

         Teorema 1. Për çfarëdo tri pika А, В dhe С, në hapësirë P, largësia AC është më e 
madhe ose e barabartë me ndryshimin e largësive AB dhe BC, përkatësisht me kusht AB>BC 
vlen pabarazimi                          .

        Me të vërtetë, në pajtim me aksiomën A3 kemi                    .  . Nëse të dy anët e 
pabarazimit i zvogëlojmë për BC, fitojmë                             përkatësisht                          , që 
do të thotë                            .  ♦

Shembulli 1. Le të jenë A, B, C dhe D, çfarëdo katër pika në hapësirë P. Me ndihmën e 
zbatimit të njëpasnjëshëm të А3, mund të përfundojmë se vlen 

d.m.th.,

Le të jenë D, E dhe F meset e brinjëve BC, AC dhe AB, përkatësisht, të ΔABC. Nëse 

Nëse dhe  ., atëherë shprehi vektorët               dhe        me ndihmën e vektorëve
 dhe     . 



V(.725, 1É 55$)6H� *-(20(75,$ ( ),*85$V( 1É H$3É6,5É 

114

DHW\UD �. Éshtë e nMohXr se $%   �� dhe %& �� $ mXnd �IormXla� të Metë� 
а) � � E) �� � F) 2�� o) 2 ɢ G) 0 � 
=JMLGKMD. Éshtë e nMohXr se� SreM A�� Ylen AC ≤ AB + BC = ��  �+ = 2� � kXrse SreM 

teoremës �� Ylen AC ≥ AB − BC = ��   �− = � � 'omethënë�                      Sra të sakta Manë 
SërJMiJMet E� dhe c�� Ƈ

'reMtëzat dhe rraIshet Manë konceSte themelore JMeometrike� 3oashtX dreMtëzat i 
shënoMmë me a� E� c shkronMat e YoJla të latinishtes� kXrse rraIshet me Ȉ� Ȇ« me shkronMat e 
mëdha të alIaEetit Jrek�  ˥

'reMtëza a është Eashkësi e SikaYe në haSësirë P dhe nëse $ është Sikë SreM haSësirës� 
atëherë ose $∈A�ose $�B� 3oashtX� nëse $∈D� themi se ÄSika $ shtrihet te dreMtëza a ³ ose 
ÄdreMtëza a kalon nëSër Sikën $³� 1ëse� Sra� $ 㱴 D� themi se ÄSika $ nXk shtrihet te dreMtëza a 
³ ose ÄdreMtëza a nXk kalon nëSër Sikën $³� 3araTitMa e Tartë si te Yizatimi 2��

Vizatimi 2�� 

А4. 7e odo dreMtëz shtrihen SaIXnd shXmë Sika� 3ër odo dreMtëz ekzistoMnë Sika Të nXk i 
takoMnë� 1ëSër odo Sikë kaloMnë SaIXnd shXmë dreMtëza� 

А5. 1ëSër oIarëdo d\ Sika të ndr\shme kalon nMë dhe Yetëm nMë dreMtëz� 
3ër këtë aksiomë� në të ardhmen në Yend të shenMës a Sër ndonMë dreMtëz� mXnd të themi 

dreMtëza $%� kXStohet nëse aMo dreMtëz është SërcaktXar me ato d\ Sika� d�m�th�� nëse� $,%∈D�
         3ër të JMitha Sikat SreM haSësirës 3 të cilat shtrihen në dreMtëzën e nMëMtë do të themi se 
Manë SLND NROLQHDUH� 

'HW\UD �� .atër Sika të ndr\shme mXnd të SërcaktoMnë nMë� katër ose JMashtë dreMtëza� 
Vërteto� 

=JMLGKMD� 7¶i shënoMmë Sikat me $, %, & dhe '� 1ëse të JMitha katër Sikat Manë 
kolineare� atëherë ato SërcaktoMnë nMë dreMtëz� 1ëse tri Sika SreM t\re Manë kolineare� Sër 
shemEXll� Sikat $,% dhe &� atëherë odonMëra SreM t\re me ' IormoMnë dreMtëz� Sra Iitohen 
dreMtëzat $', %' dhe &' të cilat me dreMtëzën $% Manë JMithseM �� 1ëse oIarëdo ToItë tre SreM 
SikaYe të dhëna nXk Manë kolineare� atëherë mXnd të IormoMmë këto dreMtëza� 
$%,$&,$',%&,%' dhe &'� d�m�th�� JMithseM � �Yizatimi 2��� Ƈ 

Vizatimi 2�

3rafshi ͓ është bashkësia e pikave në hapësirë 	formula� dhe nëse " është pikë prej hapësirës� 
atëherë ose "∈Σ ose " 㱴 ͓� 1oashtu� nëse "∈Σ� themi se Äpika " shtrihet në rrafshin ͓³   
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„rrafshi kalon nëpër pikën A“. Nëse, pra, A ∉ ∑ themi se „pika A nuk është në rrafshin ose 
„rrafshi nuk kalon nëpër pikën A“. Qartë tregojmë sikurse te vizatimi 24.kalon nëpër 
pikën A“. Qartë tregojmë sikurse te vizatimi 24.

Vizatimi 25 

А6. Në çdo rrafsh në hapësirë shtrihen pafund shumë pika, kurse për çdo rrafsh 
ekzistojnë pika që nuk i takojnë. 

А7. Nëse pikat A, B dhe C nuk janë kolineare, atëherë ekziston një dhe vetëm një rrafsh 
që kalon nëpër ato pika.

Për këtë shkak kjo aksiomë, në të ardhmen në vend të shënimit për ndonjë rrafsh, mund 
të themi rrafshi ABC, kuptohet nëse ai rrafsh është përcaktuar me ato tri pika, d.m.th., nëse 
A,B,C∈∑.

Nëse i shqyrtojmë drejtëzat dhe rrafshet si bashkësi të pikave të cilat janë nënbashkësi 
prej hapësirës (formula), atëherë është e natyrshme të jenë bashkësi të ndryshme të pikave, 
d.m.th., vizatimi të ndryshme. Te А5 kërkojmë dy pika të ndryshme të përcaktojnë drejtëz të
vetme, kurse ajo nuk do të thotë se tri pika gjithmonë do të shtrihen në drejtëzën e njëjtë. Kur
ato tri pika nuk janë kolineare, do të llogarisim se përcaktojnë rrafsh të vetëm. Në këtë
mënyrë sigurojmë drejtëzat dhe rrafshet të jenë bashkësi të ndryshme të pikave, të cilat, sipas
А4 dhe А6, janë edhe nënbashkësi të vërteta prej hapësirës (formula).

Të gjitha pikat të cilat shtihen në një rrafsh të njëjtë quhen pika komplanare. 
Sipas А7 çdo tri pika janë komplanare.

Detyra. 
1. Le të jetë A çfarëdo pikë prej hapësirës P. Vërteto se ekzistojnë pika B dhe C, të

atilla që A, B dhe C nuk janë pika kolineare. 
2. Le të jetë A çfarëdo pikë prej hapësirës P. Vërteto se ekziston drejtëz a e cila nuk

kalon nëpër pikën A. 
3. Le të jetë A çfarëdo pikë prej hapësirës P. Vërteto se nëpër A kalojnë të paktën tre

rrafshe të ndryshme. 

4.* Është dhënë bashkësia  S = {A, ,B C, m, n} , ), ku A, B dhe C janë tri pika të 
ndryshme por m dhe n drejtëza të ndryshme. Më së shumti sa rrafshe janë përcaktuar me 
elementet e bashkësisë S? 

5.* Te bashkësia  T = {A, B C, , D, E, F ,G} ekzistojnë saktë dy treshe të pikave 
kolineare. Më së shumti sa drejtëza mund të përcaktojnë elementet e kësaj bashkësie? 
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7.5. Pozita reciproke e drejtëzës dhe rrafshit në hapësirë 

Le të jetë dhënë drejtëza a dhe rrafshi Σ. Le të jenë A dhe B dy pika prej drejtëzës a të 
cilat i takojnë rrafshit Σ. Prej aksiomave dhe teoremave të deritanishme nuk mund të 
përfundohet se çdo pikë prej drejtëzës a a i takon rrafshit Σ. Prandaj, do ta futim këtë 
aksiomë: 

А8. Nëse dy pika prej drejtëzës i takojnë rrafshit, atëherë edhe çdo pikë prej drejtëzës i 
takon rrafshit. 

Prandaj, për pozitën reciproke të drejtëzës a dhe rrafshit Σ të mundshme janë këto 
situata (vizatimi 26): 

• a dhe Σ nuk kanë pika të përbashkëta dhe themi se drejtëza nuk e pret rrafshin 
d.m.th a ∩ ∑  =  ∅

• a dhe Σ kanë vetëm një pikë të përbashkët A dhe themi se drejtëza e depërton
rrafshin d.m.th., a∩Σ = {A}.

Në rastin e këtillë pika A quhet pikë e depërtimit ose prerje e drejtëzës dhe rrafshit. 
• çdo pikë prej a i takon Σ dhe themi se drejtëza shtrihet në rrafsh ose rrafshi

kalon nëpër drejtëzën d.m.th., a⊂Σ.

Vizatimi 26 

Përkufizimi. Nëse drejtëza a dhe rrafshi Σ nuk kanë pika të përbashkëta (a∩Σ = ∅) 
ose drejtëza shtrihet te rrafshi (a⊂Σ), atëherë themi se drejtëza dhe rrafshi janë paralel. 

Në këtë rast e shfrytëzojmë shënimin a||Σ. )

Në këtë rast e shfrytëzojmë shënimin a||Σ. 

Teorema 2. Le të jetë a drejtëz dhe A ∉ a është pikë prej hapësirës P. Atëherë ekziston 
rrafsh i vetëm i cili kalon nëpër pikën A dhe drejtëzën a. 

Prej А4 dhe А5 vijon se te drejtëza a ekzistojnë dy pika B dhe C. Pasi A ∉ a pikat A, B
dhe C nuk janë kolineare. Sipas А7 ato tri pika përcaktojnë rrafsh të vetëm. Drejtëza a dhe ai 
rrafsh kanë dy pika të përbashkëta B dhe C, pra prej А8 vijon se rrafshi kalon nëpër drejtëzën. 
♦ 

Përkufizimi. Drejtëza n që e depërton rrafshin Σ dhe është normale në çdo drejtëz që 
kalon nëpër pikën e depërtimit quhet normalja e rrafshit. 

        Për atë drejtëz vlen vetia: nëse një drejtëz n që e depërton rrafshin është normale në dy 
drejtëza ku kalojnë nëpër pikën e depërtimit, atëherë ajo është normale e Σ..
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ɇɟɤɚ A∉ ∑ ɢ ɧɢɡ A ɟ ɩɨɜɥɟɱɟɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ p A ∑ � Ⱥɤɨ M  ɟ ɩɪɨɛɨɞɨɬ ɧɚ p ɫɨ ∑ � 
ɬɨɝɚɲ AM ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ ɪɚɫɬɨʁɚɧɢɟ ɨɞ ɬɨɱɤɚɬɚ A ɞɨ ɪɚɦɧɢɧɚɬɚ ∑ � 

3sUNXIL]LPL. 3ika $ dhe % le të mos shtrihen në ¤� 1ëse seJmenti $% ka me �
Sikë të Erendshme të SërEashkët� atëherë themi se Sikat $ dhe % Manë Ws QGDUD PH UUDIVKLQ

 ose se $ dhe % shtrihen në anë të ndr\shme të Ȉ�

ddo rraIsh e ndan haSësirën në d\ Eashkësi Mo të zErazëta  � dhe  2 të atilla Të� 

3sUNXIL]LPL� Vizatimi e IormXar SreM nMë rraIshi dhe të JMitha SikaYe SreM haSësirës 
të cilat shtrihen në anën e nMëMtë SreM atiM rraIshi TXhet JM\VPsKDSsVLUs� 

Ɍɨɱɤɢɬɟ I� J� L ɫɟ ɩɪɟɫɟɱɧɢ ɬɨɱɤɢ ɧɚ ɞɢʁɚɝɨɧɚɥɢɬɟ ɧɚ ɫɨɨɞɜɟɬɧɢɬɟ ɾɢɞɨɜɢ�  
ɉɪɚɜɚɬɚ BC ɟ ɩɚɪɚɥɟɥɧɚ ɫɨ ɪɚɦɧɢɧɚɬɚ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɚ ɫɨ A� E� H � ɉɪɚɜɚɬɚ EF ʁɚ ɩɪɨɛɨɞɭɜɚ
ɪɚɦɧɢɧɚɬɚ BCG � ɚ ɩɪɚɜɚɬɚ FG ɥɟɠɢ ɜɨ ɪɚɦɧɢɧɚɬɚ BCF �Ƈ �1E0A PRE92D�

5raIshi TXhet NXIL ose PXU të asaM JM\sëmhaSësire� 0Xnd të SërIXndoMmë se odo rraIsh 
e ndan rraIshin në d\ JM\smëhaSësira me mXr të SërEashkët�

'HW\UD 
�� 1ë oIarë Sozite Manë dreMtëzat a dhe E� nëse dihet se EŀȈ = ^0`dhe a__Ȉ"
�� 'reMtëza a shtrihet në rraIshin Ȉ� dreMtëza E e Sret dreMtëzën a dhe nXk shtrihet në Ȉ�

&ilat SreM kët\re JM\kimeYe Manë të sakta" 
а) 'reMtëza E dhe rraIshi Ȉ kanë të Saktën nMë Sikët të SërEashkët� 
E) 'reMtëza E dhe rraIshi Ȉ kanë saktë nMë Sikë të SërEashkët�
F) 'reMtëza a dhe E SërcaktoMnë rraIsh të Yetëm�
o) 'reMtëza a është Saralele me Ȉ�
3. -anë dhënë Sikat $, %, &, ' dhe (� 5raIshi Ȉ kalon nëSër Sikat $ dhe %� kXrse nXk

nëSër Sikat &, ' dhe (� 

ППриɦриɦеерр 11..    ȾȾɚɞɚɞɟɧɟɧɚɚ ɟ ɟ ɤɤɨɨɰɰɤɤɚɬɚɬɚ ɚ ABCABCDDEFGEFGHH��  �QHPD SUHYRG�

x oIarëdo d\ Sika SreM Eashkësisë së nMëMtë shtrihen në anën e nMëMtë SreM haSësirës�
x odonMëri $∈1��dhe %∈1�� shtrihen n anë të ndr\shme SreM Ȉ�

Emilija Spasovska
Highlight

Emilija Spasovska
Highlight
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а) Cila prej pikave të dhëna nuk mund të të shtrihet në drejtëzën AD? 
b) Cila prej pikave të dhëna nuk mund të shtrihet te drejtëza CB?
4.* Janë dhënë rrafshi Σ dhe pika P jashtë rrafshit. Vërteto se drejtëza p e cila e përmban

përmban pikën P nuk mund të ketë më shumë se një pikë të përbashkët. 
5.*  Është dhënë rrafshi Σ.  Drejtëza  p dhe pika A shtrihen në Σ. Vërteto se drejtëza a e 

cila kalon nëpër A dhe është paralele me p shtrihet në Σ.

7.6. Pozita reciproke e dy rrafsheve në hapësirë 

Нека 1∑  и 2∑  се две рамнини во просторот  . За нивниот заемен однос можни се 
следниве ситуации (цртеж 27): 

• 1 2∑ ∩∑ =  ∅dhe themi se rrafshet nuk kanë prerje к 
• 1 2∑  ≡ ∑  dhe themi se rrafshet përputhen d.m.th., ato janë të barabarta si bashkësi të 

pikave. 
• ∑ ∩∑1 2 ≠  ∅dhe rrafshet Σ1, Σ2 nuk puthiten. 

        Në rastin e tretë prej aksiomave të deritanishme nuk mund të përfundojmë sa pika më së 
paku do të ketë prerja e të dy rrafsheve, Prandaj, e futim këtë aksiomë:  

А9. Nëse rrafshet Σ1 dhe Σ2 kanë pikë të përbashkët, atëherë ato kanë të paktën edhe 
një pikë të përbashkët. 

Prandaj, sipas kësaj aksiome mund të përfundojmë se nëse dy rrafshe kanë pikë të përbashkët, 
atëherë ato kanë edhe drejtëz të përbashkët d.m.th., 1 2 a∑ ∩∑ = . 

Vizatimi 27 

Përkufizimi. Nëse rrafshet Σ1 dhe Σ2 

nuk kanë pika të përbashkëta ose puthiten, 
atëherë themi se ato janë paralele. 

Rrafshet paralele i shënojmë me 1||Σ2. 

Shembulli 1. Është dhënë kubi ABCDEFGH. 
Pikat I, J, L janë pikëprerjet e diagonaleve të 
faqeve. Rrafshet IJL dhe ABE priten, rrafshet 
BCG dhe EHV priten në drejtëz FG. Rrafshet 
BCG dhe AEH janë paralele. 



Модуларна единица 7 

119 

Detyra 
1. Prerja e dy rrafsheve a mund të përbëhet prej saktë pesë pikave të ndryshme?
2. Rrafshet Σ1 dhe Σ2  e të priten në drejtëzën a.
а) A ekziston drejtëz e cila i depërton rrafshet Σ1 dhe Σ2 dhe nuk kanë pika të

përbashkëta me drejtëzën a? 
b) A ekzistojnë pafund shumë pika të cilat nuk shtrihen as te Σ1 as te Σ2?
3. A është e saktë ky gjykim: :
Cilat dy rrafshe që janë paralele te drejtëza e dhënë, janë paralele ndërmjet veti
4.* Vërteto se ekzistojnë tre rrafshe të atillë që çdonjëri dy prej tyre priten por nuk e

ekziston pikë e përbashkët për të gjithë tre rrafshet. 
5. Pika A nuk shtrihet në rrafsh KMN. Emërto drejtëzën e cila është prerje e rrafsheve: A KMN

рамнините: 
а) AMN dhe AKM b) AMN dhe ANK .

7.7. Pozita reciproke e dy drejtëzave në hapësirë 

Le të jenë a dhe b dy drejtëza të dhëna në hapësirë P. Për pozitën e tyre reciproke janë 
të mundshme këto situata: 

• a ∩ =b ∅  dhe themi se drejtëzat nuk kanë prerje
• a ∩ =b {A} dhe themi se drejtëzat priten në një pikë
• prerja përmban të paktën dy pika

Nëse prerja përmban të paktën dy pika, atëherë vlen kjo veti:

Teorema 3. Nëse dy drejtëza kanë të paktën dy pika të përbashkëta, atëherë ato puthiten. 
Me të vërtetë, nëse me A dhe B i shënojmë pikat e përbashkëta të drejtëzave a dhe b. 

Atëherë sipas А5 ekziston drejtëz e vetme që kalon nëpër A dhe B. Drejtëzat a dhe b kalojnë 
nëpër pikat A dhe B, pra prej unitetit vijon se a = b. ♦ 

Në këtë rast themi se drejtëzat a dhe b puthiten dhe shkruajmë .  ≡a b.
Detyra 1. Vërteto se dy drejtëza të ndryshme kanë më së shumti në pikë të përbashkët.  
Zgjidhja. Nëse të dy drejtëzat kanë pika të përbashkëta, atëherë prej teoremës 3 vijon se 

ato drejtëza puthiten. . ♦ 

Teorema 4. Nëpër dy drejtëza që priten kalon një rrafsh i vetëm. 
Drejtëzat a dh b le të priten në pikën C. Dihet se te drejtëza a shtrihen pafund shumë pika, 

pra le të jetë A ≠ C një pikë e atillë. Pasi A nuk shtrihet te drejtëza b, prej teoremës 2, vijon se 
ekziston rrafsh i vetëm Σ që kalon nëpër A dhe b. Rrafshi Σ dhe drejtëza a kanë dy pika të 
përbashkëta A dhe C, pra sipas А8 rrafshi Σ kalon nëpër drejtëzën a. Çdo tjetër rrafsh i cili kalon 
nëpër tjetër pikë prej a, e cila është e ndryshme prej A dhe C, dhe nëpër drejtëzën b, gjithashtu e 
përmban edhe drejtëzën a. Domethënë, ai rrafsh i përmban pikën A dhe drejtëzën b, pra sipas 
teoremës 2 ai rrafsh puthitet me . ♦ 

Te vizatimi 28, а) janë drejta a dhe b priten. 
Prej А6 vijon se për çdo rrafsh mund të zgjedh pika të cilat nuk shtrihen te ai, pra le të 
jenë, A,B,C dhe D katër pika të cilat nuk shtrihen te rrafshi Σ. Atëherë drejtëzat AB dhe 
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CD nuk shtrihen te rrafshi Σ, pasi nëse ka rrafsh që i përmban drejtëzat AB dhe CD, atëherë 
ai patjetër t’i përmbajë edhe pikat A,B,C dhe D. Domethënë, e saktë është kjo: 

 Teorema 5. Ekzistojnë drejtëza të cilat nuk shtrihen në rrafshin e njëjtë. 

Kjo do të thotë se në hapësirë ekzistojnë dy situata të ndryshme te dy drejtëza që nuk 
priten: drejtëzat nuk shtrihen ose shtrihen në rrafshin e njëjtë. 

Përkufizimi. Dy drejtëza që shtrihen në rrafshin e njëjtë dhe nuk priten ose puthiten 
quhen drejtëza paralele. 

Në këtë rast shkruajmë a||b. 

Detyra 2. Dy drejtëza të ndryshme paralele përcaktojnë rrafsh të vetëm. Vërteto!    
Zgjidhja.  Le të jenë a||b dhe a ≠ b. Sipas А4 te drejtëza a ekziston pika A dhe prej a||b 

vijon se A ∉ b. Prej teoremës 2, përfundojmë se ekziston rrafsh i vetëm që kalon nëpër 
drejtëzën b dhe pikën A.   ♦ 

Te vizatimi 28, b) janë drejtëzat a dhe b janë të ndryshme dhe paralele. 

Përkufizimi. Dy drejtëza që nuk shtrihen në rrafshin e njëjtë quhen drejtëza aplanare.

Drejtëzat a dhe b te vizatimi 28 c) janë aplanare. 

Vizatimi 28 
Detyra 
1. Sa rrafshe përcaktojnë tri drejtëza të cilat kalojnë nëpër pikën e njëjtë?
2. Sa rrafshe përcaktojnë dy pika dhe një drejtëz e cila kalon nëpër ato pika?

3. Drejtëzat a dhe b priten në një pikë dhe shtrihen në rrafshin Σ. Drejtëza c i pret të dy
drejtëzat. Vallë edhe drejtëza c patjetër të shtrihet te rrafshi Σ?

4. A është e saktë ky gjykim:
Çfarëdo dy drejtëza që janë paralele te rrafshi i dhënë, janë paralele ndërmjet veti?
5. A mund drejtëzat aplanare a dhe b të përcaktojnë një rrafsh?

DETYRA PËR PËRSËRITJE 

1. Është dhënë gjashtëkëndëshi i rregullt ABCDF dhe shpehi vektorët 

the          me ndihmën e vektorëve a the b .
2. Thjeshtoje shprehjen  .
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3.
4. &akto Yektorin [ SreM Earazimit                                       �

5hjeshtoje shprehjen � 

5*. /e të Metë $%&'( Sesëkëndësh� kX .,/,M dhe 1 Manë meset e
ErinMëYe %&, &', '( dhe ($� kXrse 3 dhe 4 Manë meset e .M dhe /1,
Sërkatësisht �Yizatimi 29�� Vërteto se seJmentet 34 dhe $% Manë
Saralele dhe cakto raSortin dhe cakto JMatësitë e t\re�
�� Vërteto se meset e seJmenteYe të EazaYe dhe SrerMa e diaJonaleYe të
traSezit shtrihen në dreMtëzën e nMëMtë�
�� /e Metë ( mesi i ErinMës $% të SaraleloJramit $%&' dhe le të Metë 0
është SikëSrerMe e $& dhe '(� Vërteto se
AM � MC =�� 2 dhe  DM � ME = 2 �� � 
8. 1ëse $,% dhe & Manë tri Sika të ndr\shme� atëherë a mXnd

ɚ� AB AC= ;  AB AC=
 

"
�� Vërteto se ekzistoMnë të Saktën tri dreMtëza të cilat nXk kaloMnë nëSër Sikën e nMëMtë�
��� Vërteto se Sesë Sika të ndr\shme SërcaktoMnë nMë� Sesë� JMashtë� tetë ose dhMetë dreMtëza�
��� /e të Menë $,%,& dhe ' katër Sika të ndr\shme në haSësirë 3� SreM të cilaYe tre nXk Manë
kolineare� 6a rraIshe SërcaktoMnë Sikat e dhëna"
��� &ilat SreM kët\re JM\kimeYe Manë të sakta"
ɚ� rraIshi është SërcaktXar me tri Sika�

E� rraIshi është nMëYlerësisht i SërcaktXar me d\ dreMtëza të ndr\shme�
c� rraIshi është nMëYlerësisht i SërcaktXar me dreMtëz dhe Sikë�

Vizatimi 29
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8. SYPRI1A D+E 9Ë//I0I I TR8PA9E *JE20ETRI.

3ara se të IilloMmë me stXdimin e trXSaYe JMeometrik dhe mën\rat Sër nMehsimin e 
s\Srinës dhe Yëllimit te ato� të YëreMmë shkXrtimisht te konceSti trXSi JMeometrik ose Yetëm 
trXS� 

7rXSi JMeometrik SatMetër të Metë i kXIizXar SreM të JMitha anëYe� .Mo do të thotë se ai 
nXk mXnd të zJMatet deri në SakXIi në asnMë kahMe dhe themi se është i kXIizXar� .XIiMtë të 
cilët e ndaMnë SMesën SreM haSësirës Të e zen trXSi SreM SMesës tMetër� Mashtë tiM TXhet siSërIaTMa 
e trXSit� 3randaM� trXSi JMeometrik është Xnion SreM SMesës së Erendshme të haSësirës dhe 
kXIirit�

8.1. .RQFHSWL SsU SUL]PLQ 

PsUNXIL]LPL� 3rizmi është trXS tehor 
JMeometrik i kXIizXar me d\ shXmëkëndësha të 
SXthitshëm dhe Saralel dhe aT SaraleloJram sa kanë 
ErinMë shXmëkëndëshat� 

7ë d\ shXmëkëndëshat e SXthitshëm Të shtrihen në 
rraIshet Saralele� TXhen Eaza� kXrse SaraleloJramet 
TXhen mXre DQsVRUH ose mXre Sërreth të Srizmit dhe 
Sër ato themi se e IormoMnë PEsVKWMHOOsVLQ e tiM� 
%rinMët e shXmëkëndëshaYe të SXthitshëm TXhen 
tehet e Eazës� kXrse ErinMët e SaraleloJramit TXhen 
WHKH DQsVRUH ose tehe Sërreth� 3ikat e SërEashkëta të 
teheYe të Srizmit TXhen NXOPH të Srizmit �Yizatimi 
��� 

6iSas nXmrit të ErinMëYe të Eazës� Srizmi 
mXnd të Metë� Srizëm treIaTësor �trekëndor�� 
katërIaTësor� SesëIaTësor etM� /arJësia ndërmMet 
EazaYe TXhet ODUWsVLD e Srizmit dhe shënohet me 
�Yizatimi 2�� 

SKHPEXOOL �. 7e Yizatimi � është SaraTitXr  ˥
Srizmi shtatëIaTësor� 3oashtX� Ȉ dhe Ȉ� Manë 
Saralele te të cilat shtrihen Eazat� $%&'()*

është           kX                               dhe 

� 2D D A 6 � 
)aTet anësore Manë 

 dhe *$$�*� tehet 
anësore � � � � � �AA BB� �CC D� D E� E F� F dhe �GG
kXrse tehet e Eazës

� � � � � �AB BC CD DE EF FG GA � 

� � � � � � � � � � � � � �� � � � � �A B B C C D D E E F FG G A � Ƈ 

Vizatimi �

Vizatimi 2 

sŝǌĂƚŝŵŝ 3

dhe $�%�&�'�(�)�*��  /artësia e Srizmit  
Saralele te të cilat shtrihen Eazat� $%&'()*Saralele te të cilat shtrihen Eazat� $%&'()*
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1ëse tehet anësore të Srizmit Manë normale në Eazën� atëherë Srizmi TXhet SUL]PL L GUHMWs� 
kXrse në rastin e kXndërt ai TXhet SUL]PL L SMHUUsW� 

3rizmi i dreMtë me Eazë shXmëkëndësh të rreJXllt TXhet SUL]PL L UUHJXOOW�

'reMtëza e cila kalon nëSër Tendrat �Tendra e YiMës rrethore të 
ErendashkrXar dhe Tendra e YiMës rrethore të MashtëshkrXar� te Eazat e 
Srizmi të rreJXllt TXhet ERVKWL i Srizmit �Yizatimi ��� 

3rizmi me Eazë SaraleloJram TXhet SDUDOHORSLSHG� 
x 3araleloSiSedi ka IaTet e kXndërta reciSrokisht Saralele dhe të �

SXthitshme�
x'iaJonalet e SaraleloSiSedit Sriten në nMë Sikë dhe SërJM\smohen

te aMo�
1ëse SaraleloSiSedi është dreMtkëndësh� atëherë Iitohet Srizmi i

dreMtë i cili TXhet SaraleloSiSed dreMtkëndor ose NXDGsU� 1ëse kXadri ka 
tehet e EaraEarta� atëherë ai TXhet NXE �Yizatimi ��� 

7e odo Srizëm Ylen� 
x të JMithë tehet anësore Manë Saralele dhe të

EaraEarta ndërmMet Yeti� si seJmente SreM
dreMtëzaYe Saralele të Srera me d\ rraIshe
Saralele

x oIarëdo d\ tehe të Eazës të cilët shtrihen në të
nMëMtën IaTe anësore Manë Saralele dhe të
EaraEartë�

DHW\UD.
�� 6a është nXmri më i YoJël i IaTeYe të nMë Srizmi" 6a
kXlme dhe tehe ka ai Srizëm"
�� $ ekziston Srizëm te i cili nXmri i teheYe është�

ɚ� � � E� �� � c� �� �
3. 7e Yizatimi � është dhënë Srizmi SesëIaTësor�

ɚ� shkrXaM të JMitha diaJonalet K haSësinore  
haSësinore të tërheTXra SreM kXlmeYe &� dhe ( 

E� shkrXaM diaJonalet e IaTeYe anësore
� � � �ABB A � CC D D dhe � �AA E E � 

�� $ ekziston Srizmi te i cili nXmri i teheYe është i
EaraEartë me shXmën e nXmrit të IaTeYe dhe kXlmeYe"
�� 6hkrXaM tre rraIshe të cilat Sriten në dreMtëz $%� të
caktXar me kXlmet e Srizmit SreM Yizatimit

8.2. PUHUMHW H SUL]PLW PH UUDIVK 

PsUNXIL]LPL� %ashkësia e të JMitha SikaYe të SërEashkëta të trXSit JMeometrik dhe rraIshit 
TXhet SrerMe rraIshore e trXSit� 

1ë stereometri me interes të Yeoantë Manë ato SrerMe rraIshore të cilat SaraTesin 
shXmëkëndësh� 0ë së shSeshti hasen këto SrerMe� 

Vizatimi � 

Vizatimi � 

Vizatimi � 
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x SDUDOHOH� e cila Iitohet kXr rraIshi është Saralel me Eazat e Srizmit� kXrse
shXmëkëndëshi i IitXar është i SXthitshëm me Eazat�

x QRUPDOH� e cila Iitohet kXr rraIshi është normal në tehet anësore të Srizmit� kXrse
shXmëkëndëshi i IitXar ka nXmër të nMëMtë të ErinMëYe me Eazat�

x GLDJRQDOH� e cila Iitohet kXr rraIshi kalon nëSër d\ tehe anësore MoITinMe� kXrse
shXmëkëndëshi i IitXar është SaraleloJram�

x ERVKWRUH� e cila Iitohet kXr rraIshi e SërmEan Eoshtin e Srizmit� kXrse shXmëkëndëshi i
IitXar është SaraleloJram�

x H SMHUUWs� nëse është normal� nXk është Saralel dhe rraIshi i Sret të JMitha tehet anësore
të Srizmit� kXrse shXmëkëndëshi i IitXar ka nXmër të nMëMtë të ErinMëYe me Eazat�

SKHPEXOOL �. 
а) 3rerMa normale te Srizmi katërIaTësor është 

treJXar te Yizatimi �� 
E) te Yizatimi � është treJXar SrerMa Saralele te

Srizmi SesëIaTësor� 
F) 3rerMa diaJonal te Srizmi SesëIaTësor është

treJXar te Yizatimi 9� 
o) te Yizatimi �0 është SaraTitXr SrerMa Eoshtore te 

Srizmi katërIaTësor i rreJXllt� .Mo SrerMe Eoshtore nXk 
është diaJonale�  Ƈ 

DHW\UD �. Éshtë dhënë kXEi $%&'$�%�&�'� me ErinMën a = �cm� 1Mehso 
s\Srinën e� 

а) SrerMes Saralele 0134 Të kalon nëSër Sikat 0�1 3 
dhe 4� të cilët Manë meset e teheYe 

� � �AA BB� �CC dhe '��Sërkatësisht� 
E� SrerMa diaJonale $&&�$�
F� oIarëdo SrerMe e cila kalon nëSër diaJonalen

e Eazës dhe diaJonalMa e d\ IaTeYe anësore ITinMe� 

YL]DWLPL �

9L]DWLPL 9 9L]DWLPL 10

Vizatimi �� 

9L]DWLPL 8
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         =JMLGKMD� ɚ� 3rerMa Saralele është shXmëkëndësh i SXthitshëm me Eazën� Sra në këtë 
rast te kXEi me ErinMë D = �cm dhe s\Srina e tiM Manë 

2 2
�P = a = �� cm �Yizatimi ���

E) 3rerMa diaJonal te kXEi është dreMtkëndësh me ErinMë te
tehX anësor D   �FP dhe diaJonalMa e Eazës� Sra s\Srina e tiM

2 �d a= = 2 cm �  është 

        �Yizatimi �2��   
     F) 3rerMa oIarëdo është trekëndësh EaraErinMës me ErinMë

të EaraEartë me diaJonalet e IaTeYe anësore dhe Eazës� d�m�th��
2 �=d a = 2 cm � Sra s\Srina e tiM është 

( )2
2

2
�

� 2 �� �� � cm
� �

dP = = = �Yizatimi ��� � Ƈ 

DHW\UD.
�� 1Mehso s\Srinën e SrerMes diaJonale të kXadrit me tehet e
EazaYe �cm dhe �2cm lartësia F   ��FP�
�� 1Mehso tehet e EazaYe të kXadrit te i cili s\Srina e Eazës është
është ��cm2� s\Srina e SrerMes diaJonale është ��0cm2 dhe 
lartësia është ��cm� 
3. /artësia e nMë SaraleloSiSedi të dreMtë është �0cm� kXrse Eaza është romE me ErinMë ��cm
dhe diaJonal të Eazës të cilat TëndroMnë si ���2� 1Mehso s\Srinën e SrerMeYe diaJonale�

�� 1Mehso s\Srinën e SrerMes SreM $%&�'� IiJXrës �2� det\ra � E�� ��$%&'
�� 1Mehso s\Srinën e SrerMes SreM %''� IiJXrës ��� det\ra � c�� �%''

8.3. S\SULQD GKH YsOOLPL L SUL]PLW 

S\SULQD H SUL]PLW 

PsUNXIL]LPL� S\SULQD e nMë Srizmi është shXma SreM s\SrinaYe të d\ EazaYe dhe s\SrinaYe të 
shXmëkëndëshaYe të cilët e SërEëMnë mEështMellësin e Srizmit� 

1ëse s\Srinën e Srizmit e shënoMmë me 6� s\Srinën e Eazës me % dhe s\Srinën e 
mEështMellësit me 0� atëherë P   �%�0
3oashtX� nëse Srizmi është i dreMtë� IaTet e tiM Manë dreMtkëndësha� ddo dreMtkëndësh ka nMë 
ErinMë e cila është edhe tehX i Eazës� kXrse ErinMa tMetër lartësia e Srizmit H� 3randaM� s\Srina e 
mEështMellësit është Srodhim SreM Serimetrit të Eazës dhe lartësisë� d�m�th�� 0   P � +� 

1ëse� Sra� Srizmi është i SMerrët� atëherë IaTet e tiM Manë SaraleloJrame� Sra s\Srina e 
mEështMellësit është shXma SreM s\SrinaYe të at\re SaraleloJrameYe� 6\Srina e odo 
SaraleloJrami është Srodhim SreM ErinMës së tiM dhe lartësia Sërkatëse e lëshXar kah aMo ErinMë�

Vizatimi �2 

Vizatimi �� 
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DHW\UD �� 1Mehso s\Srinën e kXadrit me ErinMë D�E
dhe F� 

=JMLGKMD� %aza është dreMtkëndësh me ErinMë D dhe 
E� Sra %   DE� )aTet anësore Manë dreMtkëndësha dhe atë d\ 
SreM t\re me ErinMë a dhe c� kXrse të tMerat me ErinMë E dhe 
F� Sra 0   �DF��EF �Yizatimi ���� 3randaM� 

 Ƈ 

.XEi dhe kXadri me tehe të EaraEarta� Sra %   D� 

dhe 0   �D�  d�m�th�� 6 = 2a2��a2 = �a2� � 
DHW\UD �. 1Mehso s\Srinën e Srizmit 

treIaTësor të rreJXllt me tehXn e Eazës a dhe 
lartësinë H

=JMLGKMD. %azat e Srizmit Manë d\ 
trekëndësha EaraErinMës �Yizatimi ��� s\Srina e të 
cilit është 

2�B a= �
�

0EështMellësi SërEëhet SreM tre dreMtkëndëshaYe me 
ErinMë a dhe +� 3randaM� s\Srina e mEështMellësit 
është 0   �D+� kXrse s\Srina e JMithë Srizmit do të 

s MHWs� 
2 � �
2

aP aH= + � Ƈ

DHW\UD �. 1Mehso s\Srinën e Srizmit katërIaTësor me Eazën romE diaJonalet e të cilit 
Manë d� = �cm dhe d2 = �cm dhe lartësia H = �0cm�

=JMLGKMD. 6\Srinën e EazaYe do ta nMehsoMmë me IormXlën Sër s\Srinën e romEit� 

         � � 0EështMellësi i Srizmit SërEëhet SreM katër dreMtkëndëshaYe

ErinMët e të cilit Manë lartësia e Srizmit H dhe tehX i Eazës� Sërkatësisht ErinMë e romEit a� 3ër ta 
nMehsXar ErinMën e romEit do ta zEatoMmë teoremën e 3itaJorës �Yizatimi ���� 

2 2 2 2
2 � 2 � � �� 9 2�

2 2 2 2
d da        = + = + = + =      

      
� 

SreM kX D   �FP� 6\Srina e mEështMellësit është� 
Sra s\Srina e Srizmit 

është� 

=JMLGKMD� 6iSas IiJXrës �� Eazat e Srizmit Manë 
JMashtëkëndësha të rreJXllt� s\Srina e të cilit është shXma e � 
trekëndëshaYe EaraErinMës� Sërkatësisht 

2 2� �� �
� 2

B a a= ⋅ = ⋅ � 29� � cmB = � 

0EështMellësi i Srizmit SërEëhet SreM � katrorëYe� siSas të cilit 
s\Srina e mEështMellësit të Srizmit 
M = � �⋅ = ���2 2cm � Sra s\Srina e Srizmit është�

Vizatimi �� 

Vizatimi �� 

� Ƈ Vizatimi ��
DHW\UD �� 1Mehso s\Srinën e Srizmit JMashtëIaTësor të rreJXllt tehet e të 

cilit Manë të JMitha të EaraEarta dhe kanë JMatësi � cm�

Vizatimi ��
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( )2� ��� �92 2 � cm+ = + �  ƇP = 2B M+ = 2 ⋅9�

9sOOLPL L SUL]PLW 
.onceSti Yëllim i trXSit JMeometrik tanimë e keni mësXar� Éshtë e nMohXr se odo trXS i nJXrtë 
zen SMesë SreM haSësirës te e cila JMendet� si Sër shemEXll� JXri� ndërtesa� dardha etM� /ënJMet 
�lënJX� XMi� era� naIta etM�� JMithashtX zeMnë SMesë SreM haSësirës� kXrse Iorma e t\re Yaret SreM 
enës në të cilën është YendXar� 6ë Sari do të SërkXMtohemi në disa karakteristika të 
rëndësishme të Yëllimit� $i është nXmër SozitiY� Yizatimi të SXthitshme h haSësinore �trXSa� 
kanë Yëllime të EaraEarta� nëse nMë trXS mXnd të ndahet në SMesë të cilët nXk Sriten� atëherë 
Yëllimi i tiM është shXmë SreM YëllimeYe të t\re dhe kXEi me ErinMë �m e ka Yëllimin �m�� 
1Mësia themelore e masës Sër Yëllimin është �m�� kXrse masat tMera Manë� dm��cm��mm��km����

*Matë SXnës me konceStin Yëllim të trXSit� rol më të rëndësishëm lXan PULQFLSL L 
.DYDOLHULW� 1ëse d\ trXSa mXnd të Yendosen ashtX Të SrerMet e t\re me oIarëdo rraIsh Saralel 
me rraIshin e dhënë kanë s\Srina të EaraEarta� atëherë ato d\ trXSa kanë Yëllime të EaraEarta� 

Vëllimi i Srizmit nMehsohet me IormXlën 9   % � +� kX % është s\Srina e Eazës� kXrse 
+ lartësia e Srizmit� 

DHW\UD �� 1Mehso Yëllimin e kXadrit me ErinMë D� E dhe F� 
=JMLGKMD. %aza e kXadrit e ka s\Srinën %   DE� Sra 9   % +   DEF � Ƈ 
.XEi dhe kXadri me tehe të EaraEartë� Sra V = aa⋅2 � = a � 
DHW\UD �� 1Mehso Yëllimin e Srizmit treIaTësor të rreJXllt me tehXn e Eazës D   �FP dhe 
lartësia +   �FP�
Реɲение. Ɉɫɧɨɜɚɬɚ ɧɚ ɫɬɨɥɛɨɬ ɟ ɪɚɦɧɨɫɬɪɚɧ ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɤ �ɰɪɬɟɠ ��� ɫɨ ɫɬɪɚɧɚ a = � cm�
�QHPD SUHYRG� 

ɇɟɝɨɜɚɬɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚ ɟ 
2 �
�

aB = ɢɥɢ 29 � cmB = �   ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ� ɜɨɥɭɦɟɧɨɬ ɧɚ ɫɬɨɥɛɨɬ ɟ 

V = 9   � ⋅9 = �� � cm� � Ƈ 
DHW\UD �� 1Mehso Yëllimin e Srizmit JMashtëIaTësor të rreJXllt me tehXn e Eazës a = �cm dhe 
lartësinë H = �2cm�

=JMLGKMD.  3asi
2 2

2� �� � �� � cm
� 2

a aB = ⋅ = ⋅ = �� �2 ��� � cm� Sra V = �� ⋅ =

�Yizatimi ���� Ƈ 
DHW\UD ��  6a sht\lla të Eetonit mXnd të mEXshen me Eeton ��0m�� nëse lartësia e nMë sht\lle 
është ���m Sor Eaza është katror me ErinMë 20cm"  

DHW\UD �� 6\Srina anësore e Saketimit të Earit është zEërth\e në rraIsh dhe është IitXar kXadër 
me s\Srinë ��cm�� 3aketimi e ka Iormën e Srizmit treIaTësore të rreJXllt� 1Mehso Yëllimin e 
kXtisë�
=JMLGKMD� 3ër shkak �aH = �� dhe �a = H IitoMmë dhe H = 9cm dhe a = �cm� Vëllimi është� 

Ƈ

=JMLGKMD. Vëllimi i nMë sht\lle është  � 1Xmri i kërkXar i 
sht\llaYe është                               Ƈ 

Emilija Spasovska
Highlight

Emilija Spasovska
Highlight
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DHW\UD 
1. %aza e Srizmit të dreMtë është traSez Earakrahas me Eaza �� cm � cm dhe lartësi ��

cm /artësia e Srizmit është �� cm� 1Mehso Yëllimin e Srizmit� 
2. %aza e Srizmit të dreMtë është romE me diaJonale � cm dhe � cm dhe diaJonalMa e

IaTes anësore ��� cm� 1Mehso s\Srinën dhe Yëllimin e Srizmit� 
3. 1ëse SreM SMesës së Erendshme të kXEit Manë larJXar kXEi më i YoJël Iitohet kXEi i

zErazët� 6a është Yëllimi i kXEit të zErazXr� nëse tehX i kXEit të Erendshëm është nMë e treta SreM 
tehXt të kXEit të Mashtëm" 

4. 7ehet e Eazës së kXadrit TëndroMnë si ���� kXrse lartësia e tiM është �� cm� 1Mehso
Yëllimin e kXadrit� nëse Serimetri i Eazës është 2� cm�

5. %aza e nMë SaraleloSiSedi është SaraleloJram nMë diaJonale e të cilit është �� cm�
kXrse ErinMët Manë 9 cm dhe �0 cm dhe s\Srina e SaraleloSiSedit është ��� cm2� 1Mehso 
Yëllimin e SaraleloSiSedit�

8.4. PLUDPLGD� PUHUMHW H SLUDPLGsV PH UUDIVK 

PsUNXIL]LPL� 3iramida është trXS tehor e kXIizXar me nMë shXmëkëndësh dhe aT trekëndësha 
sa ka ErinMë shXmëkëndëshi� 

6hXmëkëndëshi $�$����$Q TXhet ED]D e 
e Siramidës� 7rekëndëshat
����� �n nA A V− të cilët aT sa ka ErinMë shXmëkëndëshi�
TXhet IDTH DQsVRUH e Siramidës dhe së EashkX e 
IormoMnë PEsVKWMHOOsVLQ e Siramidës� .Xlmi i 
SërEashkët i të JMithë IaTeYe anësore të Siramidës 
TXhet PDMs� 

%rinMët e shXmëkëndëshit 
� 2 2 � � � �� � ����� nA A A A A A A A

TXhen WHKHW H ED]sV� kXrse ErinMët e trekëndëshit 
TXhen WHKH DQsVRUH ose tehe Sërreth �Yizatimi ����

Varësisht SreM teheYe të EazaYe 
�oIarë shXmëkëndëshi është Eaza e 
Siramidës�� nJMashëm sikXrse te Srizmi� 
Siramida mXnd të Metë� treIaTësore� 
katërIaTësore� SesëIaTësore�« �Yizatimi 
�9�� 3iramida treIaTësore TXhet edhe 
WHWUDHGsU�   

Vizatimi �� 

Vizatimi �9 
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1ëse tehet anësore të Siramidës Manë të 
EaraEarta� aMo TXhet Siramidë e dreMtë �Yizatimi 
20� ɚ��� kXrse në rastin e kXndërt� aMo është 
SLUDPLGD H SMHUUsW �Yizatimi 20� E��� 

3iramida e dreMtë me Eazë shXmëkëndësh 
i rreJXllt TXhet Siramida e rreJXllt� 7etraedri te i 
cili të JMitha tehet ndërmMet Yeti Manë të EaraEarta 
TXhet WHWUDHGsU L UUHJXOOW� 7ë JMitha IaTet e 

    SKHPEXOOL �� 5e vizatimi 2� është
paraRitur piramida shtatëfaRësore me bazën
"B$%&'( e cila shtrihet në rrafshin ͓ maja S
lartësia 	formula
 	ku 5∈Σ
 faRe anësore
$%&� %&6� &'6� '(6� ()6� *)6 dhe AGS �  si 
edhe lartësia anësore K e IaTes $%6� 
3oashtX� tehet anësore Manë $6� %6� &6� '6�
(6� )6 dhe *6 Sor tehet e Eazës Manë 

$%� %&� &'�'(� ()� )* dhe *$� Ƈ 

0ë tXtMe do t¶i shT\rtoMmë Yetëm Siramidat e dreMta� d�m�th�� me Siramidë do të 
nënkXStoMmë Siramidë të dreMtë� 

SKHPEXOOL �� 7e Yizatimi 22 është SaraTitXr Siramida 
SesëIaTësore me tehXn e Eazës a� tehXn anësor E� aSotema h dh 
lartësia H� 1ëse është e nMohXr se aSotema h = 2�cm� kXrse tehX 
anësor E = 2�cm� atëherë me ndihmën e teoremës së 3itaJorës mXnd 
të caktohet JMatësia e tehXt� 3reM kësaM Të të JMitha IaTet anësore të 
Siramidës Manë trekëndësha Earakrahas� YiMon se aSotema e 
SërJM\smon tehXn e Eazës� d�m�th�� 

2 2 2 22� 2� �0
2
a b h= − = − = cm �Sra a = 20cm � Ƈ

3rerMa e Siramidës me rraIsh �Yizatimi 2�� TXhet� 
x GLDJRQDOH nëse rraIshi kalon nëSër d\ tehe anësore Të nXk shtrihen në IaTen anësore të

nMëMtë� .Mo SrerMe është trekëndësh�
x SDUDOHOH� nëse rraIshi i Sret të JMitha tehet anësore� nXk kalon nëSër maMën� dhe është

Saralele me rraIshin e Eazës� $i është shXmëkëndësh i nJMashëm me Eazën�

tetraedrit të rreJXllt Manë ndërmMet Yeti trekëndësha 
EaraEarinMës të SXthitshëm� /arJësia SreM maMës deri 
te Eaza e Siramidës TXhet ODUWsVLD e Siramidës H� /artësia e IaTes anësore e lëshXar SreM maMës 
së Siramidës TXhet lartësia anësore h �Yizatimi 20� ɚ��� 'reMtëza e cila kalon nëSër maMën e
Siramidë së rreJXllt dhe nëSër Tendrën e Eazës së saM TXhet ERVKWL L SLUDPLGsV�

7e Siramida e rreJXllt të JMitha lartësitë anësore Manë të EaraEarta� $tëherë lartësia
anësore TXhet DSRWHPs �Yizatimi 20� ɚ��� 5ënza e lartësisë së Siramidës është në Tendrën e
YiMës rrethore të MashtëshkrXar te Eaza� e cila SXthitet me Tendrën e YiMës rrethore të 
ErendashkrXar te Eaza�

Vizatimi 2� 

Vizatimi 22
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x DQsVRUH �ose L SMHUUsW�� 1ëse rraIshi i Sret të JMitha tehet anësore� nXk kalon nëSër
maMën� dhe nXk është Saralel me rraIshin e Eazës� $i është shXmëkëndësh me nXmër të
nMëMtë të ErinMëYe me Eazën�

9L]DWLPL 23

*Matë SrerMes Saralele të Siramidës me rraIshin Ylen kMo teoremë� 

THRUHPD �. 1ëse nMë Siramidë e Sresim me rraIsh Saralel me Eazën� atëherë� 
�shXmëkëndëshi Të është SrerMe është i nJMashëm me shXmëkëndëshin e Eazës�
�tehet anësore dhe lartësia Manë ndarë në raSort të nMëMtë�
�s\Srinat e Eazës dhe SrerMes TëndroMnë sikXrse katrorët e larJësiYe të t\re deri te
maMa�

0e të Yërtetë� SreM Saralelizmit të seJmenteYe Sërkatëse �Yizatimi 2�� YiMon se 
shXmëkëndëshat kanë kënde SërJMeJMëse të EaraEarta si kënde me krah Sërkatësisht Saralel� 
3reM nJMashmërisë së trekëndëshaYe A A� 2S ɢ B B� 2S ����� An   �A S dhe %n%s YiMon se 

�� 2 � 2 2 � 2 � � � �� � ��� � �n n n n n nA A B B A A B B A A B B A A B B− −= = = = � 
3randaM� shXmëkëndëshat $�$2���$n dhe  Manë të nJMashëm� 
'ihet se s\Srinat e trekëndëshaYe të nJMashëm TëndroMnë sikXrse 
katrorët e ErinMëYe Sërkatëse� Sra lehtë Iitohet Yërtetimi i JM\kimit 
të teoremës� Ƈ 

          DHW\UD �� 1Mehso s\Srinën e SrerMes Saralele të Siramidës� 
nëse s\Srina e Eazës është �0cm2� kXrse rraIshi i SrerMes kalon 
nëSër mesin e lartësisë� 

=JMLGKMD� 1ëse lartësia e Siramidës është H� kXrse lartësia

SreM SrerMes deri te maMa �H � atëherë � 3reM teoremës YiMon 

se 
2

� �
2

�
�

B H
B H

= =  ɬ�ɟ� 2
�

� � �0 20cm
� �

B B= = ⋅ = � Ƈ 

DHW\UD 
1. &akto JMatësinë e aSotemës te Siramida katërIaTësore e rreJXllt� me tehXn e Eazës

D   �FP dhe tehXn anësor V   ��FP� 

Vizatimi 2�
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2. &akto s\Srinën e Eazës së Siramidës� nëse SrerMa Saralele e ka s\Srinën  % = 2�cm

kXrse rraIshi i SrerMes është në larJësi      SreM lartësisë së matXr SreM maMës së Siramidës� 

3. &akto lartësinë e Siramidës së rreJXllt katërIaTësore� me tehXn e Eazës �� cm dhe
tehXn anësor 20 cm� 

4. 1Mehso lartësinë e Siramidës së rreJXllt JMashtëIaTësore� nëse nMë SrerMe diaJonale e
tiM e ka s\Srinën �0cm2 dhe kalon nëSër Tendrën e Eazës� kXrse tehX anësor e ka JMatësinë �� 
cm�

5. 1Mehso s\Srinën e SrerMes së IitXar SreM tetraedrit të rreJXllt me tehXn e Eazës � dm� e
Srerë me rraIsh Të kalon nëSër lartësinë e Eazës dhe maMës� 

8.5. S\SULQD GKH YsOOLPL L SLUDPLGsV 

PsUNXIL]LPL� S\SULQD H SLUDPLGsV është e EaraEartë me shXmën e s\SrinaYe të Eazës dhe të 
JMithë trekëndëshaYe të cilët e SërEëMnë mEështMellësin e Siramidës� 

1ëse me 6 e shënoMmë s\Srinën e Siramidës� kXrse me % s\Srinën e 
Eazës së saM� kXrse me 0 s\Srinën anësore� atëherë 6   % � 0� 
DHW\UD �� 1Mehso s\Srinën e Siramidës katërIaTësore të rreJXllt� 
=JMLGKMD. %aza e Siramidës është katror s\Srina e të cilit është % D�

0EështMellësi SërEëhet SreM katër trekëndëshaYe Earakrahas dhe s\Srina 

DHW\UD �. 1Mehso s\Srinën e� 
ɚ� Siramidës treIaTësore të rreJXllt 
E� Siramidës JMashtëIaTësore të rreJXllt
=JMLGKMD.
ɚ� %aza e Siramidës së rreJXllt treIaTësore
është trekëndësh EaraErinMës s\Srina e të

të cilit është 
2 �
�

aB = � s\Srina e 

mEështMellësit është  � domethënë

2 � �
� 2

a ahP = +

�Yizatimi 2� ɚ�� 

E� %aza e Siramidës JMashtëIaTësore e rreJXllt s\Srina e të cilit është 
s\Srina e mEështMellësit është shXma SreM s\SrinaYe të JMashtë

Vizatimi 2� 

Vizatimi 2� 

e tiM është  � 3randaM� s\Srina e Siramidës është

� Vizatimi 2��� Ƈ

s\Srina e Siramidës është 
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trekëndëshaYe Earakrahas�               ose 0 �D � 3randaM� s\Srina e Siramidës JMashtëIaTësore

është� �              ♦   � Ƈ

o ̀ Ws VKT\rWoMms nMs NXE me ErLnMsn a (vL]aWLmL ��) e ̀ a ̀ Mans WsrKeTXr dLaJonaOeW .
KapsVLnore Ws FLOaW prLWen ns Tendrsn 2 Ws NXELW� 
*M\Vma preM W\re Mans WeKe ansVore Ws JMaVKWs 
pLramLdave NaWsrIaTsVore me maMs Ɉ Ea]a e Ws FLOave 
Mans IaTeW e NXELW� 3aVL pLramLdaW Mans Ws nMsMWa� vsOOLmL 
L W\re sVKWs nMs e JMaVKWs preM vsOOLmLW Ws NXELW� 

N

2� �
� 2

H

V a a= ⋅ ⋅ � 2�
�

V a H= ⋅ или � �
�

V B H= ⋅ каде

�
B HV ⋅

= � NX % sVKWs 9sOOLmL L odo pLramLde nMeKVoKeW me IormXOsn 

6KHPEXOOL �� 3LramLda WreIaTsVore e rreJXOOW� me WeKXn e Ea]sV � Fm dKe OarWsVLa 

�� Fm e Na vsOOLmLn 

2

�

� � �2
� �� �cm

� �
B HV

⋅⋅
= = = � ♦

DHW\UD 
�� 1Mehso Yëllimin e Siramidës Eaza e të cilës është traSez Earakrahas me Eazat � cm

krahXn � cm� kXrse lartësia 20 cm� 
�� 7e Siramida katërIaTësore e rreJXllt Ylen 0 = 20dm2 dhe % = ��dm2� &akto

JMatësinë e aSotemës h� 
�� Vëllimi i Siramidës JMashtëIaTësore e rreJXllt është �cm�� 1ëse tehX i Eazës është

�cm� JMeM lartësinë e tehXt anësor të Siramidës� 
�� 3iramida treIaTësore me lartësi �2 cm ka Sër Eazë trekëndësh Earakrahas me Eazë �

cm e të cilit është dhe krahX ��� cm� 1Mehso Yëllimin e Siramidës� 
�� 1Mehso Yëllimin e Siramidës e cila ka Eazë të nMëMtë me Srizmin JMashtëIaTësor të

rreJXllt� kXrse maMa e ka në Tendrën e Eazës tMetër të Srizmit� tehX i Eazës të të cilës është 
a = �cm dhe lartësia H = 9 cm� 
�� 7ë nMehsohet Yëllimi i Siramidës� Eaza e të cilës është dreMtkëndësh me ErinMë �

cm dhe �cm� nëse odo teh anësor është ��cm� 

Vizatimi 2� 

� /arWsVLa e aW\re � pLramLdave sVKWs JM\Vma              

KapsVLnore Ws FLOaW prLWen ns Tendrsn 2 Ws NXELW� 
*M\Vma preM W\re Mans WeKe ansVore Ws JMaVKWs 
pLramLdave NaWsrIaTsVore me maMs Ɉ Ea]a e Ws FLOave 
Mans IaTeW e NXELW� 3aVL pLramLdaW Mans Ws nMsMWa� vsOOLmL 
L W\re sVKWs nMs e JMaVKWs preM vsOOLmLW Ws NXELW� 

preM ErLnMsV Vs NXELW� psrNaWsVLVKW              � 3randaM�   

vsOOLmL L odonMsrsV sVKWs pLramLda mXnd Ws VKNrXKeW 
edKe ns WMeWsr msn\rs� 

V\prLna e Ea]sV� NXrVe + sVKWs OarWsVLa e pLramLdsV� 
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8.6. S\SULQD GKH YsOOLPL L SLUDPLGsV Vs FXQJXDU 

PsUNXIL]LPL� 3Mesa e Siramidës e kXIizXar me Eazën e saM dhe nMë SrerMe Saralele TXhet 
Siramida e cXnJXar� 

3oashtX� te Siramida e cXnJXar� IaTet Saralele TXhen ED]D� kXrse ErinMët tMera TXhen 
IDTHW DQsVRUH �DQsW�� 

%rinMët e EazaYe Manë WHKHW H ED]sV� kXrse tehet e tMera të cilat nXk Manë të Eazës TXhen 
DQsVRUH� )aTet anësore e IormoMnë VLSsUIDTHQ DQsVRUH RVH PEsVKWMHOOsVLQ të Siramidës së 
cXnJXar� 

3iramida e cXnJXar TXhet H UUHJXOOW nëse është IitXar si SrerMe Saralele e Siramidës së 
rreJXllt� 7e Siramida e rreJXllt e cXnJXar IaTet anësore Manë traSeze Earakrahas të SXthitshëm�

SKHPEXOOL �� 7e vL]aWLmL �� sVKWs paraTLWXr pLramLda 

peVsIaTsVore e FXnJXar me Ea]aW $%&'(  $�%�&�'�(�, 
WeKeW e Ea]sV $%, %&,&','(,($,$�%�,%�&�,&�'� dKe 
(�$� WeKe ansVore $$�,%%�,&&�, ''�,(( � dKe IaTeW 
ansVore                                                                      � Ƈ 

PsUNXIL]LPL� 6\Srina e Siramidës së cXnJXar është e 
EaraEartë me shXmën e s\SrinaYe të d\ EazaYe dhe s\Srinës 
anësore� 

1sVe me 6 e VKsnoMms V\prLnsn e pLramLdsV Vs FXnJXar� 
% sVKWs V\prLna e Ea]sV ms Ws madKe� NXrVe %� V\prLna e prerMeV� aWsKers 
3 %�%��M� NX 0 sVKWs V\prLna ansVore� 

            3ër s\Srinën anësore të Siramidës së rreJXllt të cXnJXar Ylen�
THRUHPD� 6\Srina anësore e Siramidës së rreJXllt të cXnJXar 

është e EaraEartë me Srodhimin e JM\smëshXmës së Serimetrit të d\ 
EazaYe dhe lartësia anësore �aSotema�� 

1sVe VKT\rWoMms nMs pLramLds Ws rreJXOOW n�IaTsVore Ws FXnJXar 
me WeKe D dKe a� dKe apoWemsn K� $WsKers V\prLna e nMs IaTe ansVore 

(preM V\prLnsV Vs Wrape]LW EaraNraKaV) sVKWs  � 3aVL IaTeW

ansVore Ws pLramLdsV Vs rreJXOOW Ws FXnJXar Mans Wrape]a Ws pXWKLWVKsm� 
V\prLna M e mEsVKWMeOOsVLW�

� � �

2 2 2
a a na na L LM n h h h+ + +

= = = � 

6hemEXlli 2� 6\Srina e Siramidës katërIaTësore e rreJXllt e  
cXnJXar me tehet e Eazës a = �� cm dhe a� = � cm dhe lartësi H = �2 cm është 

Vizatimi 2� 

Vizatimi 29

Vizatimi �0 



V(.725, 1É 55$)6H� *-(20(75,$ ( ),*85$V( 1É H$3É6,5É 

134

2 2 2�
� � �02� cm

2
a aP a a h+

= + + ⋅ ⋅ = � ɛɢɞɟʁʅɢ
2

2 � �� cm
2

a ah H − = + = 
 

 �ɰɪɬɟɠ �0�� Ƈ 

)ormXla Sër Yëllimin e Siramidës së cXnJXar n[irret dXke SasXr Saras\sh se Yëllimi i 
Siramidës së cXnJXar SaraTet ndr\shimin e Yëllimit të d\ SiramidaYe� e Slota dhe e Srera�

7HRUHPD. 1sVe OarWsVLa e pLramLdsV Vs FXnJXar sVKWs +� NXrVe V\prLnaW e Ea]ave Mans % dKe  

%�� aWsKers vsOOLmL L VaM sVKWs� ( )� ��
HV B BB B= + + � 

0e Ws vsrWeWs� sVKWs dKsns oIarsdo pLramLds Ws FXnJXar $%&���)$�%�

&����)� (vL]aWLmL ��)� 1sVe L va]KdoMms WeKeW ansVore derL We 
We pLNsprerMa e W\re 6� ILWoKen d\ pLramLda 6$%&���) dKe 6$�%�&����)�

dKe Ea]aW e Ws FLOave Mans Ea]a e poVKWme dKe e VLpsrme e 
pLramLdsV Vs FXnJXar me V\prLna % dKe %�� /arWsVLWs e pLramLdave Ws 
ILWXara Mans 62 dKe 62� me JMaWsVL  

� 2�SO x SO H x= = + � 

$WsKers �
� �� �
� �

V B H x B x= + − � ( )�
� �
� �

V BH B B x= + −

3reM NsWX madKsVLa e panMoKXr [ do Ws FaNWoKeW dXNe VKIr\Ws]Xar 
Weoremsn psr prerMe paraOeOe We pLramLda� psrNaWsVLVKW  

( )2

2
� �

H xB B H x
B x xB

+ +
= � = � 

( )� �

�

H B B B
x

B B

+
=

−

( )
( ) ( ) ( )� �

� � � � �
�

� � � �
� � � � �

H B B B HV BH B B BH H BB B B BB B
B B

+
= + − = + + = + +

−

( )� ��
HV B BB B= + + � 

( )2 2
� �

�
�2

HV a aa a= + + .Vëllimi i Siramidës treIaTësore të rreJXllt të cXnJXar� 

Vëllimi i Siramidës katërIaTësore të rreJXllt të cXnJXar� ( )2 2
� ��

HV a aa a= + + �

DHW\UD �. *MeM s\Srinën e Siramidës së rreJXllt të cXnJXar nëse Manë dhënë
aSotema h = �cm� tehet e EazaYe a = �cm dhe a� = 2cm dhe Siramida e rreJXllt e cXnJXar 
është� 
ɚ� treIaTësore�  E� katërIaTësore� 

=JMLGKMD� 3ër Siramidën e rreJXllt të cXnJXar kërkoMmë� 

ɚ� ( )2 2 �
�

2
�

� �
� �� �

� � 2
� cma a

P B B a a hM +
= + ⋅ + ⋅ + ⋅ = + + =  

 

E� 2 2 �
�

2
� � 92cm

2
a a

P B B a a hM +
= + + ⋅ = + = +  

 
� Ƈ 

DHW\UD �. *MeM lartësinë e Siramidës katërIaTësore të rreJXllt të cXnJXar� nëse është dhënë 
Yëllimi %   ���FP� dhe tehet e EazaYe D   �FP dhe D�   �FP�

Vizatimi �� 
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Zgjidhja.  В = ( )1 13
H

V B B B B= ⋅ + + ⋅ , или ( )2 2 2 2304 6 4 6 4
3
H

= ⋅ + + ⋅ .  

Domethënë d.m.th., . ♦ 
Detyra 

1. Të njehsohet vëllimi i piramidës trefaqësore e rregullt të cunguar, me tehet e bazës
6cm dhe 4cm dhe lartësia e piramidës H = 12cm.

2. Lartësia e piramidës së cunguar është 15m, kurse vëllimi 475m3. Syprinat qëndrojnë
sikurse 4:9. Njehso syprinat e bazave.

3. Njehso syprinën dhe vëllimin e piramidës katërfaqësore të rregullt të cunguar me tehet
e bazave a = 12, a1 = 6 dhe tehu anësor s = 5. 

4. Të njehsohet vëllimi i piramidës katërfaqësore të rregullt të cunguar, nëse syprinat e
bazave janë 162 m2 dhe 72 m2, kurse syprina e prerjes diagonale është150m2.

5. Te piramida katërfqësore e rregullt e cubuar, lartësia është 60 cm, apotema 65 cm
por tehet e bazave qëndrojnë sikurse 7:2. Gjej tehet e bazave të piramidës. 

8.7. Cilindri. Prerjet e cilindrit me rrafsh 

 Le të jenë  k  (O,r) dhe k1(O1,r) dy rrathë të cilët shtrihen në rrafshe paralele Σ dhe 
 dhe Σ1, përkatësisht. Atëherë bashkësia e të gjitha segmenteve XY, ku
dhe  quhet cilindër. 

Segmenti OO1 quhet boshti i cilindrit. Rrathët k dhe k1 quhen bazat e cilindrit. Ato 
janë rrathë të puthitshëm, kurse rrezja e tyre quhet rreze e cilindrit. Bashkësia prej të gjithë
segmenteve XY ku                  shtrihet te vija rrethore k dhe Y shtrihet te vija rrethore k1 quhet  
sipërfaqja anësore e cilindrit. Çdonjëri prej segmenteve XY (të gjithë janë me gjatësi të janë 
me gjatësi të barabartë) quhet gjeneratrisë. Largësia ndërmjet rrafsheve Σ dhe Σ1 quhet 
lartësia e cilindrit H. 
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1ëse 22�⊥Σ� atëherë cilindri TXhet L GUHMWs� kXrse në të 
NXndsrWsn L SMHUUsW�

7e vL]aWLmL �� sVKWs paraTLWXr FLOLndrL me JMeneraWrLVsn  
me JMaWsVL V� OarWsVLa +� rre]Ma r dKe EoVKWL 22�� 

7e FLOLndrL L dreMWs s = H = OO� � 
             1sVe dLameWrL L Ea]sV sVKWs L EaraEarWs me OarWsVLns e FLOLndrLW Ws 
dreMWs� aWsKers FLOLndrL TXKeW EDUDEULQMsV� 'omeWKsns� We FLOLndrL EaraErLnMsV 
vOen +   �r   G� 

7e vL]aWLmL �� sVKWs paraTLWXr FLOLndsr EaraErLnMsV me OarWsVL + dKe 
rre]e Ws Ea]sV r� 

&LOLndrL L dreMWs me OarWsVL + dKe rre]e r ILWoKeW edKe me rroWXOOLmLn e 
dreMWNsndsVKLW me ErLnMs r dKe + rreWK ErLnMsV me JMaWsVL + (vL]aWLmL ��)� 

1ëse rraIshi Ȉ� i ndr\shëm SreM rraIshit të EazaYe� dhe Saralel me rraIshet 
e EazaYe� e Sret cilindrin� atëherë Iitohet SrerMe Saralele e cilindrit me 
rraIshin �Yizatimi �� ɚ�� 3rerMa është rreth me rreze të EaraEartë me rrezen e 
cilindrit� 

1ëse rraIshi i Sret të JMitha JMeneratrisat e cilindrit dhe nXk është Saralel me Eazat� 
SrerMa TXhet H SMHUUsW �Yizatimi �� E�� 

3rerMa e rraIshit me cilindrin TXhet SërsëJMati �Yizatimi �� ɚ�� 1ëse rraIshi i SrerMes është 
Saralel me Eoshtin e cilindrit� 3oashtX 
SrerMa është SaraleloJram� kXrse te cilindri 
i dreMtë kMo SrerMe është dreMtkëndësh� 

1ëse rraIshi e SërmEan Eoshtin e 
cilindrit� atëherë SrerMa TXhet ERVKWRUH
�Yizatimi �� E�� .Mo SrerMe është 
SaraleloJram me ErinMë JMeneratrisa dhe 
diametri i cilindrit� 7e cilindri i dreMtë 
SrerMa Eoshtore është dreMtkëndësh� kXrse 
te cilindri EaraErinMës është katror 

� 'omeWKsns� We FLOLndrL EaraErLnMsV 
Vizatimi �� 

Vizatimi �� 
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'HW\UD �. 3rerMa Eoshtore e cilindrit është katror me s\Srinë 2� cm2� &akto rrezen dhe 
lartësinë e cilindrit� 
              =JMLGKMD. 3reM kësaM Të SrerMa është katror kemi se H = d� kX d është diametri i 

Eazës së cilindrit� 'omethënë� SreM G�   �� Iitohet se G   � FP d�m�th��   

�cmH =  ɢ 2�� cm
2
dr = = � Ƈ 

'HW\UD 
1. 0e rrotXllimin e odo IiJXre te Yizatimi

�� Iitohet cilindër� 0e shIr\tëzimin e IiJXrës �� 
SërJMiJMX në këto S\etMe� 

а) sa është lartësia e odo cilindri" 
E) sa është rrezMa e YiMës rrethore"
2. 3rerMa Saralele e nMë cilindri e ka

s\Srinën 2�cm2� 6a është i lartë cilindri nëse 
lartësia është tri herë më e madhe se diametri i 
Eazës"

3. /artësia e nMë cilindri është � cm� kXrse rrezMa e Eazës � cm� &akto s\Srinën e SrerMes
SërsëJMati e cila është në larJësi SreM � cm SreM Eoshtit të cilindrit� 

4. 1Mehson s\Srinën e SrerMes Eoshtore të cilindrit EaraErinMës me rreze të Eazës �cm�

5. Éshtë dhënë cilindri me lartësi �0 cm dhe rreze    �� 3rerMa SërsëJMati� e cila është në

larJësi SreM Eoshtit� e ka s\Srinën 200cm2� *MeM rrezen e cilindrit� 

8.8. 6\SULQD GKH YsOOLPL L FLOLQGULW

6iSërIaTMa e odo cilindri SërEëhet SreM d\ 
rrathëYe dhe nMë siSërIaTe anësore� 

1ëse nMë cilindër të dreMtë ³e haSim´ siSas nMërës 
JMeneratrisë të tiM dhe siSas YiMaYe rrethore të d\ EazaYe 
të rraIshit si te Yizatimi �� Iitohet UUMHWL L FLOLQGULW� 

'omethënë rrMeti i cilindrit SërEëhet SreM nMë 
dreMtkëndëshi dhe d\ rrathëYe të SXthitshëm� 

1ëse s\Srinën e Eazës e shënoMmë me %� kXrse 
s\Srinën e mEështMellësit me 0� atëherë s\Srina e cilindrit �Yizatimi ��� është� 

2P B M= +
3asi % është s\Srina e rrethit me rreze 3, atëherë               � kXrse s\Srina e mEështMellësit është 
s\Srina e dreMtkëndëshit me nMë ErinMë JMatësia e YiMës rrethore     � kXrse tMetra lartësia e 
cilindrit +� d�m�th��                    � 3randaM� oVe
P = 2Rπ ( R + H ) � 

.Mo IormXlë shIr\tëzohet Yetëm Sër nMehsimin e s\Srinës së cilindrit të dreMtë� 0ë teM me 
konceStin cilindër do të nënkXStoMmë cilindër të dreMtë�

Vizatimi �� 

Vizatimi �� 
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'HW\UD �� 1Mehso s\Srinën e cilindrit me lartësi �cm dhe me Serimetrin e Eazës 
20ʌcm�

=JMLGKMD. 3ër ta nMehsXar s\Srinën e cilindrit është e neYoMshme ta 
caktoMmë rrezen SreM Serimetrit të dhënë� d�m�th��                          SreM kX R   
��FP� 
'omethënë                                        � Ƈ 

    'HW\UD �� 0aJazinë Sër drithë e ka Iormën e cilindrit EaraErinMës 
me rreze të Eazës �� m� 1Mehso s\Srinën e maJazinës�  

  =JMLGKMH. 3reM asaM Të +   �R �Yizatimi �9� Sër s\Srinën Iitohet
Sra  3  ����0ʌm2� Ƈ 

Cilindri te vizatimi 40 është ndarë në pjesë të
barabarta� prej të cilave është formuar trup në formë të
kuadrit� Sa pjesë� në të cilin është ndarë cilindri janë të
vegjël� trupi i formuar prej atyre pjesëve është më afër deri
te kuadri� Vëllimi i kuadrit është   � � � � � � � � � � �ku B është
syprina e bazës� kurse H është lartësia e cilindrit� Baza e
kuadrit është drejtkëndësh me brinjë rrezja e bazës dhe
përafërsisht gjysma prej perimetrit të vijës rrethore

'omeWKsns                �      �  9sOOLmL L NXadrLW sVKWs                 
0Xnd Ws psrIXndoMms Ve vsOOLmL L FLOLndrLW sVKWs 
JMLWKaVKWX          � psrNaWsVLVKW�                    � 

           9sOOLmL 9 L FLOLndrLW sVKWs L EaraEarWs me prodKLmLn e V\prLnsV Vs Ea]sV 
dKe OarWsVLVs Vs WLM + d�m�WK��
           'HW\UD �� 1Ms ens ns Iorms Ws FLOLndrLW sVKWs ��� e mEXVKXr me vaM� 5re]Ma e Ea]sV 
dKe OarWsVLa ensV Mans Ws EaraEarWa me �� Fm� 6a sVKWs vsOOLmL L vaMLW ns ens" 

=JMLGKMH. 9sOOLmL L ensV sVKWs  �� � pra vsOOLmL L vaMLW sVKWs    

'HW\UD �� 1Ms J\p ns Iorms Ws FLOLndrLW� e Na JMaWsVLns ��� m dKe dLameWrLn e Ea]sV 
preM �� Fm� 1MeKVo vsOOLmLn e J\pLW� ��Fm

� Ƈ =JMLGKMH� 3reM G   �R kemi se R   ��FP� Sra 

'HW\UD
1. 1Mehso s\Srinën e cilindrit EaraErinMës� nëse s\Srina anësore e tiM është 20 cm2�
2. 6\Srina anësore e cilindrit rrethor të dreMtë është �92ʌcm2� kXrse diametri i Eazës

është 20cm� 7ë nMehsohet Yëllimi i cilindrit� 
3. 7ë nMehsohet s\Srina e cilindrit rrethor të dreMtë me Yëllim ��2ʌcm� dhe lartësia

�cm� 
4. 1Më enë e TelTit �me kaSak� e ka Iormën e cilindrit dhe Yëllimin SreM ���ʌcm��

/artësia e tiM është tri herë më e madhe se rrezMa e Eazës� 7ë nMehsohet s\Srina e enës�

Vizatimi �9

Vizatimi �0 

=JMLGKMH. 9sOOLmL L ensV sVKWs  �� � pra vsOOLmL L vaMLW sVKWs    =JMLGKMH. 9sOOLmL L ensV sVKWs  �� � pra vsOOLmL L vaMLW sVKWs    
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5. Syprina e një cilindri është 80cm2. Ndryshimi i lartësisë me rrezen e atij cilindri
është 2 cm. Njehso vëllimin e cilindrit. 280cmπ2cm

8.9. Koni. Prerjet e konit me rrafsh 

           Le të jetë k(O,r) rreth i cili shtrihet në rrafshin Σ, kurse S është pika jashtë atij rrafshi. 
Kon quhet bashkësia e të gjitha segmenteve XS, ku X është pika prej rrethit k(O,r).   
            Segmenti OS quhet boshti i konit.  

Nëse OS ⊥ Σ , atëherë koni quhet i drejtë. Në të kundërtën ai quhet kon (vizatimi 41). 
Segmentet XS, ku X shtrihet te vija rrethore k quhen direktrisa (gjeneratrisa) të 

konit. Ato e formojnë sipërfaqen anësore ose mbështjellësi i konit. 
        Te koni i drejtë të gjitha direktrisat janë të barabarta. Rrethi k(O,r) quhet baza e konit, 

kurse r quhet rrezja e konit. 

Largësia prej S deri te rrafshi Σ quhet lartësia e konit. 
        Koni i drejtë quhet barabrinjës nëse direktrisa është e barabartë me diametrin e 

bazës, d.m.th., s = 2r.

Prerja e konit me rrafshin Σ, e ndryshme prej rrafshit të bazës, quhen: 

• paralele, nëse Σ është rrafsh paralel me rrafshin e bazës, nuk kalon nëpër S, i pret të
gjitha direktrisat. Prerja e fituar është rreth (vizatimi 42 а).

• i pjerrët, nëse Σ nuk është paralel me rrafshin e bazës, nuk kalon nëpër S dhe i pret të
gjitha direktrisat (vizatimi 42 b).

Vizatimi 42 
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x SsUVsJMDWL� nëse rraIshi Të e Sret konin
është Saralel me Eoshtin e konit� 3rerMa e IitXar 
është trekëndësh� kXrse te koni i dreMtë është 
trekëndësh Earakrahas �Yizatimi �� ɚ��

x ERVKWRU� nëse rraIshi Të e Sret konin e
SërmEan Eoshtin e konit� 3rerMa te koni i dreMtë 
është trekëndësh Earakrahas �Yizatimi �� E��

'HW\UD �.1Mehso s\Srinën e SrerMes Eoshtore
të konit EaraErinMës me rreze të Eazës r�

=JMLGKMD. 3asi s = 2r dhe d = 2r� YiMon se 
SrerMa Eoshtore është trekëndësh EaraErinMës me
ErinMë 2r� 6\Srina e atiM trekëndëshi është

�Yizatimi ��� � Ƈ 

0ë teM do të SXnoMmë Yetëm me kon të dreMtë� d�m�th�� me kon do të nënkXStoMmë Yetëm kon 
të dreMtë� 

*Matë SrerMes Saralele të konit me rraIshe Ylen kMo teoremë�

7HRUHPD �. 1ëse nMë kon e Sresim me rraIsh Saralel me Eazën� atëherë� 
�direktrisa �JMeneratrisa� dhe lartësia Manë ndarë në raSort të nMëMtë�
�s\Srinat e Eazës dhe SrerMa TëndroMnë si katrorët e larJësiYe të t\re deri te maMa�

0e Ws vsrWeWs� rraIVKL Ȉ�� Oe Wa preW OarWsVLns 26 ns pLNsn 

3aVL Ȉ�__Ȉ� vLMon Ve 2�0�__2�0� d�m�WK�� 

3reM nJMaVKmsrLVs Vs NsW\re WreNsndsVKave NemL� 

prerMeV� r dKe r� Mans rre]eW e Ea]sV dKe prerMeV� psrNaWsVLVKW 

aWsKers                   d�m�WK�� �

3reM                         vLMon� 
2 2 2

� � � � � � � � �
2 2 2

O M SO r SO r SO B SO
r r BOM SO SO SO SO

= � = � = � = . Ƈ 

'HW\UD �� Éshtë dhënë koni me rreze r� &akto s\Srinën e SrerMes Saralele Të 
është në lartësi JM\sma SreM lartësisë së konit� 

Vizatimi ����

ɐɪɬɟɠ ��

Vizatimi ��

2�� NXrVe dLreNWrLVa 60 ns 0� (vL]aWLmL ��)� 

�

1sVe % sVKWs V\prLna e Ea]sV� NXrVe %� V\prLna e 
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=JMLGKMD. 1sVe r sVKWs rre]Ma e NonLW� r� rre]Ma e prerMeV paraOeOe dKe + OarWsVLa e NonLW� 

aWsKers  sVKWs OarWsVLa e prerMeV paraOeOe� pra preM WeoremsV � vLMon Ve 

preM NX ILWoKeW            d�m�WK�� � Ƈ 

'HW\UD.
1. 1Mehso s\Srinën e SrerMes Eoshtore te koni me rreze � cm dhe JMeneratrisë �0 cm�

2. 3erimetri i SrerMes Eoshtore të konit EaraErinMës është �2 cm� &akto rrezen dhe
lartësinë e konit�

3. &akto s\Srinën e SrerMes Eoshtore të konit me rreze �0 cm� nëse këndi ndërmMet
direktrisës dhe rraIshit me Eazën është ��o� 

4. /artësia e konit është �� cm� kXrse Serimetri i SrerMes Eoshtore është 90 cm� &akto
rrezen e konit�

5. Éshtë dhënë koni me rreze r = �cm� &akto s\Srinën e SrerMes Saralele Të është në
larJësi nMë e treta SreM lartësisë së konit� të matXr SreM maMës�

8.10. 6\SULQD GKH YsOOLPL L NRQLW 

1ëse nMë kon e Sresim siSas nMërës JMeneratrisë dhe 
siSas YiMës rrethore të Eazës dhe e haSim si te Yizatimi �� 
Iitohet rrMeta e konit� 3reM IiJXrës �� mXnd të YëreMmë se rrMeti i 
konit me rreze r dhe JMeneratrisë s SërEëhet SreM 2 SMesëYe� 
rrethit me rreze r� i cili është Eaza e konit dhe mEështMellësi i 
konit ose siSërIaTMa anësore� 0EështMellësi i konit është SMesë e 
rrethit r� i cili TXhet SrerMe rrethore s�

6\Srina e Eazës së konit është rreth �Yizatimi ���� Sra 
kemi  � 0EështMellësi i konit është SrerMe rrethore� s\Srina e të cilit është 

2
2
sM r r sπ π= ⋅ = � 

6\Srina e konit është shXma SreM s\SrinaYe të Eazës dhe mEështMellësit 6   %�M d�m�th��  
( )2P r r s r r sπ π π= + = + � 

'HW\UD �. а) 1Mehso s\Srinën e konit me rreze r = �cm dhe JMeneratrisë s = �0 cm� 
E) s\Srina e konit është 2� cm2� 5rezMa e konit është r = �2cm� &akto JMeneratrisën e konit�
F) 1Mehso s\Srinën e konit me rreze r = � cm dhe lartësi H = �2 cm�
Реɲение. а)                                       E)
F) 3reM teoremës së 3itaJorës YiMon se

2 2s r H= + = � �2+2 2 ��= cm � Sra � Ƈ 

Vizatimi �� 
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( dimë se koni me rreze r dhe + lartësi Iitohet kXr oIarëdo trekëndësh me 
katetë r dhe + rrotXllohet rreth katetës +� 1ëse e shT\rtoMmë trXSin Të 
Iitohet SreM d\ SozitaYe të aIërta të trekëndëshit JMatë rrotXllimit të tiM� do 
të YëreMmë se i SërnJManë Siramidës treIaTësore me lartësi H�
          %aza e Siramidës aT më Sak do të dallohet SreM trekëndëshit� nëse 
larJësia ndërmMet $ dhe % �Yizatimi ��� është më e YoJël� Vëllimi i nMë 
SMese të atillë SëraIërsisht është e EaraEartë me Yëllimin e Siramidës 
treIaTësore $%29� 6\Srinat e at\re EazaYe të tri SMesëYe Manë                  �

'omethënë Yëllimi i konit do të Metë shXma SreM YëllimeYe 
të JMithë at\re SMesëYe� d�m�th�� 

� 2 �

� 2 �

� � � ����
� � � �
� � ��� �
�

n

n

V B H B H B H B H

V H B B B B

= + + + +

= + + + +

V =
� BH ��

 1ëse te IormXla Sër Yëllimin zëYendësoMm ë   =B r 2π do të IitoMmë 
2

�
r HV π

= � 

SKHPEXOOL �. а) Vëllimi i konit me rreze r = 9cm dhe lartësi H = 20cm është 
2

�9 20 ��0 cm
�

V π π⋅
= = � 

�� � � cmr = = �  Ƈ

'HW\UD
1. 1Mehso s\Srinën e konit� nëse�

E� s = 29cm � H = 2�cm �ɚ� r = �cm � H = �cm �           
c� d =�� �cm � H = 2��cm �

�� 1Mehso JMeneratrisën e konit� nëse dhe G=��� cm 
�� 1Mehso Yëllimin e konit EaraErinMës nëse rrezMa është 9 cm�
�� 1Mehso Yëllimin e konit� nëse direktrisa është ��cm� kXrse Serimetri i Eazës

është ��ʌ cm� 
5. Vëllimi i nMë koni është ���0 cm�� /artësia dhe JMeneratrisa TëndroMnë si ������

1Mehso s\Srinën e konit�

Vizatimi �� 

E� .oni me lartësi � cm dhe Yëllimi e ka rrezen           � 'omethënë� 
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8.11. 6\SULQD GKH YsOOLPL L NRQLW Ws FXQJXDU 

              6\Srina e konit të cXnJXar është e EaraEartë me shXmën e 
s\SrinaYe të d\ EazaYe dhe s\Srinës anësore �mEështMellësit� 
P = % �B+ + M dhe %� Manë s\Srinat e EazaYe� kXrse 0 s\Srina 
anësore� 1ëse me 5 dhe r i shënoMmë rrezet e EazaYe� s\Srinat e t\re do 
të Menë                dhe                  �Yizatimi ���� 

3ër s\Srinën anësore të konit të dreMt të cXnJXar Ylen kMo 
teoremë�
7eorema� 6\Srina anësore 0 e konit të cXnJXar me rreze të EazaYe 5 dhe r dhe 
JMeneratrisë s është 

0e të Yërtetë� koni i cXnJXar le të Metë IitXar SreM konit të dreMtë me maMë 6 
dhe Eazë rreth k �2�r� dhe SrerMa Saralele rreth k��2��r��� 0e s� e 
shënoMmë JMeneratrisën e konit të cXnJXar me maMë 6 dhe Eazë k��2��r��

6\Srinën anësore M të konit të cXnJXar e IitoMmë si ndr\shim SreM 
s\SrinaYe anësore të d\ koneYe� Sërkatësisht�

( ) ( )� � �М R s s r s R s s R rπ π π π= + − = + − �
*Meneratrisën s� do ta shSrehim Yarësisht SreM R, r dhe s Sër të cilën do ta 
shT\rtoMmë SrerMen Eoshtore të konit $%&� 
3reM YiMon� 

�
� � � �� �s sR rss R rs rs s R r rs s

r s R r
+

= � = + � − = � =
−�

0e zëYendësimin te 0 Iitohet� 

� � � � � �rsM R s rs R r M R s R r M s R r
R r

π π π π= + − � = + − � = +
−

'omethënë� s\Srina P e konit të cXnJXar do të Metë�
P = R π +2 2r π π+ (s R + r ) ɬ�ɟ� P =π (R r2 2+ + s R� �+ r ) � Ƈ

Vëllimi i konit të cXnJXar nMehsohet me ndihën e IormXlës 
2 2� �

�
HV R Rr rπ

= + + � 

0e të Yërtetë� koni i cXnJXar është IitXar SreM konit me maMë & 
Eaza e të cilit është rreth k�2�5� dhe SrerMa Saralele është rreth 
k�2�5� dhe SrerMa Saralele është rreth N��2��U�� + është lartësia e 
konit të cXnJXar� H� lartësia e konit të Srerë me maMë & dhe Eazë 
N��2��U� �Yizatimi �0�� $tëherë lartësia e JMithë konit është +�+��
kXrse Yëllimi i konit të cXnJXar është i EaraEartë me ndr\shimin e 
Yëllimit të JMithë konit dhe konit të Srerë Sërkatësisht� 

( )
2 2

2 2 2� �
�

� � � �
� � �

R H H r HV R H R r Hπ π π+
= − = + − .

/artësia H� e konit të cXnJXar mXnd të shSrehet me 5� r dhe H� nëse e shT\rtoMmë SrerMen 
Eoshtore &$% të konit� 

Vizatimi ��

Vizatimi �9 

Vizatimi �0 

�Yizatimi �9�� $tëherë JMeneratrisa e JMithë konit është s�s��
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Ɉɞ ɫɥɢɱɧɨɫɬɚ ɧɚ ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɰɢɬɟ AOC ɢ � �AO C ɫɥɟɞɭɜɚ�

�
� � � �

�

� �H HR rHH R rH rH H R r rH H
r H R r

+
= � = + � − = � =

−

ɋɨ ɡɚɦɟɧɚ ɜɨ� ( )22 2
�� �

�
V R H R r Hπ

= + − ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ� 

( )( )2 2 2 2 2� �� �� �
� � �

rH R r R r rHV R H R r R H R H R r rH
R r R r

π π π− +   = + − = + = + +   − −   
ɬ�ɟ�  

( )2 2

�
HV R Rr rπ

= + + � Ƈ

Задаɱа 1. ȼɢɫɢɧɚɬɚ ɧɚ ɩɪɚɜ ɩɪɟɫɟɱɟɧ ɤɨɧɭɫ ɟ 2�cmH = � ɚ 
ɝɟɧɟɪɚɬɪɢɫɚɬɚ s ɢ ɪɚɞɢɭɫɢɬɟ R ɢ r ɧɚ ɨɫɧɨɜɢɬɟ ɫɟ ɨɞɧɟɫɭɜɚɚɬ ɤɚɤɨ 
� � � ��� ɉɪɟɫɦɟɬɚʁ ʁɚ ɩɥɨɲɬɢɧɚɬɚ ɧɚ ɨɛɜɢɜɤɚɬɚ ɧɚ ɤɨɧɭɫɨɬ� 

Реɲение� Ɉɞ ɭɫɥɨɜɨɬ � � � � � ��s R r = ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 
� � �s k R k= = ɢ r k= � ɡɚ ɧɟɤɨʁ ɩɨɡɢɬɢɜɟɧ ɪɟɚɥɟɧ ɛɪɨʁ k � Ⱦɚ ɝɨ 

ɨɡɧɚɱɢɦɟ ɨɫɤɢɧɢɨɬ ɩɪɟɫɟɤ ɫɨ ABCD  �ɰɪɬɟɠ ���� Ⱥɤɨ ɨɞ D ɫɩɭɲɬɢɦɟ 
ɧɨɪɦɚɥɚ ɧɚ AB  ɢ ɩɨɞɧɨɠʁɟɬɨ ɝɨ ɨɡɧɚɱɢɦɟ ɫɨ M � ɬɨɝɚɲ DM H= � 
AM R r= −  ɢ ɨɞ ɩɪɚɜɨɚɝɨɥɧɢɨɬ ɬɪɢɚɝɨɥɧɢɤ AMD ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ�

( )22 2H s R r= − −  ɬ�ɟ� 2 2 22� 2� 9k k= − � ɨɞ ɤɚɞɟ �k = � Ɂɧɚɱɢ 

�0cm� 2�cms R= = ɢ �cmr = � ɩɚ ( ) 2�0 2� � 900ʌ cmM π= + = � Ƈ 

Задаɱа 2. Ɉɞɪɟɞɢ ɝɨ ɜɨɥɭɦɟɧɨɬ ɧɚ ɩɨɬɫɟɱɟɧ ɤɨɧɭɫ ɫɨ 
ɪɚɞɢɭɫɢ ɧɚ ɨɫɧɨɜɢɬɟ ��cmR = � �cmr = ɢ ɝɟɧɟɪɚɬɪɢɫɚ ��s cm= � 

Реɲение. Ɉɞ ( )22 2s H R r= + − ɫɨ ɡɚɦɟɧɚ ɧɚ ɜɪɟɞɧɨɫɬɢɬɟ 
ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ �2cmH = � ɋɩɨɪɟɞ ɬɨɚ 

( )� 2 ��2 �� �� � � ����ʌ cm
�

V π
= + ⋅ + = � Ƈ 

DHW\UD 
1. &akto s\Srinën anësore të konit të cXnJXar� me lartësi �2 cm dhe rreze të EazaYe �0

cm dhe � cm�
2. &akto s\Srinën anësore të konit të cXnJXar nëse JMeneratrisa e tiM Iormon kënd

SreM �0o me Eazën� kXrse s\Srina e konit të cXnJXar është 200cm2�
3. 6a litra XMë n[ë koYa në Iormë të konit të cXnJXar me diametra të EazaYe �2cm dhe

20cm dhe lartësia 2�cm� nëse dihet se �l = � dm�" 
4. 7raSezi Earakrahas me Eaza � cm dhe �� cm dhe s\Srinë SreM ��� cm2 rrotXllohet

rreth Eoshtit të tiM� &akto Yëllimin e trXSit të IitXar�
5. 1Mehso rrezet e EazaYe të konit të cXnJXar me lartësi 2� dm� JMeneratrisë 2� dm dhe

s\Srina anësore �2�π� 

Vizatimi ��

Vizatimi �2 
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8.12. SIHUD GKH WRSL� S\SULQD GKH YsOOLPL 

PsUNXIL]LPL. %ashkësia e SikaYe në haSësirë të cilat Manë në larJësi të nMëMtë SreM Sikës së 
dhënë TXhet VIHUs� 

3ika e dhënë TXhet THQGUD H VIHUsV� larJësia TXhet UUH]MD H VIHUsV�   

=akonisht sIerën me Tendër 2 dhe rreze 5 do ta shënoMmë me 
 6 �2�5� �Yizatimi ���� 

1ëse rraIshi dhe sIera Sriten në më 
shXmë se nMë Sike� atëherë SrerMa e t\re 
është YLMs UUHWKRUH �Yizatimi ���� 

SKHPEXOOL �. 3rerMet të cilat Manë nMë lloM të larJXara SreM 
Tendrës së sIerës kanë rreze të EaraEarta� Sasi larJësia SreM 
Tendrës deri te odo SrerMe është e EaraEartë� YiMon se edhe 
diametrat e SrerMeYe Manë të EaraEarta� 

  5raIshi Ȉ le ta Sret sIerën 6 �2�5�� 1ë më shXmë se nMë Sikë 
dhe Ȉ nXk kalon nëSër 2� 3Mesët SreM sIerës Të i SreMnë rraIshi TXhen NDORWD� 
.alotës i takon edhe YiMa rrethore Ȉŀ6 �2�5� �Yizatimi ���� 

1ëse rraIshi kalon nëSër Tendrën 2 SMesët e IitXara TXhen JM\VPsVIHUD� 

/e të Metë S normalMa e Ȉ Të kalon nëSër 2 dhe le të Metë^ ` =A p�6 dhe

^ �B C` = p� S (O� R)� /arJësia h = AB �d�m�th�� h = AC � TXhet ODUWsVLD H NDORWsV� 5rezMa r 
e YiMës rrethore Ȉŀ6 �2�5� TXhet rreMa e kalotës�

Vizatimi ��

Vizatimi ��

ɐɪɬɟɠ ��
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3Mesa SreM sIerës Të e SreMnë d\ 
rraIshe Saralele TXhet EUH] �ose ]RQs� 
�Yizatimi ���� 

7e ai EëMnë SMesë edhe YiMa rrethore 
të cilat Manë SrerMe e rraIsheYe dhe sIerës� 

/arJësia ndërmMet rraIsheYe TXhet 
ODUWsVLD H EUH]LW� 

5rezet e SrerMeYe të sIerës me 
rraIshet TXhen UUH]H Ws EUH]LW� 

6\Srina e sIerës me rreze 5 është e EaraEartë me � 

SKHPEXOOL �. 6\Srina e sIerës me rreze 5   �GP është e EaraEartë me 
P �= �⋅ =�9�2 2π π dm � Ƈ 

SKHPEXOOL �. 6\Srina e kalotës e Srerë SreM sIerës me rreze 5 dhe lartësi të kalotës 
është e EaraEartë me K

P = 2π Rh � Ƈ 

SKHPEXOOL �. 6\Srina e kalotës me lartësi h = �cm e Srerë SreM sIerës me rreze 5 = �cm 
është e EaraEartë me                                                      � Ƈ 

S\SULQD H EUH]LW me lartësi h e Srerë SreM sIerës me rreze 5 është e EaraEartë me 
2P Rhπ= � 

Приɦер 4. 6hemEXlli �� 6\Srina e Erezit me lartësi h = �cm e Srerë SreM sIerës me 
rreze �cm është e EaraEartë me                                                              � Ƈ 

PsUNXIL]LPL� %ashkësia e të JMitha SikaYe në haSësirë larJësia e të cilës deri te Sika e dhënë 
2 nXk është më e madhe se nXmri real SozitiY i dhënë 5 TXhet WRS me Tendër në 2 dhe rreze 
5� 

=akonisht toSin me Tendër në 2 dhe rreze 5 do ta shënoMmë me 7 �2�5�� 

1ëse rraIshi dhe toSi Sriten në më shXmë se nMë Sike� atëherë SrerMa e t\re është 
rreth �Yizatimi ���� 3rerMet të cilat Manë të EaraEartë të larJXar SreM 
Tendrës së toSit kanë rreze të EaraEarta�   

5raIshi Ȉ le ta Sret toSin 7 �2�5�� 1ë më shXmë se nMë Sikë 

dhe Ȉ nXk kalon nëSër 2� 3Mesët SreM toSit Të i Sret rraIshi TXhen 
SUHUMHW H WRSLW �Yizatimi ���� 

3rerMes së toSit i takon rrethi Ȉŀ 7 �2�5� dhe ai është i  

kXIizXar me kalotën Sërkatëse� 
1ëse rraIshi kalon nëSër Tendrën 2 SMesët e IitXara TXhen JM\VPsWRSD�  

Vizatimi �� 

Vizatimi �� 
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            /e të Metë S normalMa e Ȉ Të kalon nëSër 2 dhe letë Metë ^$` = SŀȈ dhe ^%�&` = Sŀ 7 
�2�5�� /arJësia                 �d�m�th��             �  TXhet lartësia e SrerMes së toSit� 5rezMa r te YiMa 
rrethore Ȉŀ6 �2�5� TXhet rreze e SrerMes së toSit� 

/artësia dhe rrezMa e SrerMes së toSit Manë të a�EaraEarta me lartësinë dhe rrezen e 
kalotës Sërkatëse� 

            S\SULQD H SUHUMHV Vs WRSLW është e EaraEartë me shXmën e s\SrinaYe të kalotës dhe 
s\Srinën e rrethit me të cilin është kXIizXar SrerMa� d�m�th�� � 

3Mesën e toSit Të e SreMnë d\ rraIshe Saralele TXhen VKWUHVD H WRSLW� 7e ai EëMnë SMesë 
edhe rrathët të cilët Manë SrerMe të rraIsheYe dhe toSit dhe është kXIizXar me Erezin Sërkatës� 
/arJësia ndërmMet rraIsheYe TXhet lartësia e shtresës së toSit dhe e shënoMmë me H� 

2 2
� 2 2P r r R Hπ π π= + +

Ⱦɟɥɨɬ ɨɞ ɬɨɩɤɚɬɚ ɨɝɪɚɧɢɱɟɧ ɫɨ ɤɚɥɨɬɚ ɫɨ 
ɜɢɫɢɧɚ h ɢ ɛɨɱɧɚɬɚ ɩɨɜɪɲɢɧɚ ɧɚ ɤɨɧɭɫɨɬ 
ɫɨ ɰɟɧɬɚɪ ɜɨ ɰɟɧɬɚɪɨɬ ɧɚ ɬɨɩɤɚɬɚ ɢ ɨɫɧɨɜɚ 
ɝɪɚɧɢɱɧɢɨɬ ɤɪɭɝ ɧɚ ɫɨɨɞɜɟɬɧɢɨɬ ɬɨɩɤɢɧ 
ɨɬɫɟɱɨɤ ɫɨ ɪɚɞɢɭɫ r ɫɟ ɧɚɪɟɤɭɜɚ тоɩɤин 
иɫеɱоɤ �ɰɪɬɟɠ �0�� (nema prevod)

Vizatimi �9 

5rezet e SrerMeYe të toSit me 
rraIshet TXhen UUH]H Ws VKWUHVsV Vs WRSLW� 
/artësia dhe rrezet e shtresë së toSit Manë të 
EaraEarta me lartësinë dhe rezet të Erezit 
Sërkatës �Yizatimi �9�� 

    6\Srina e SrerMes së toSit është e 
EaraEartë me shXmën e s\SrinaYe të 
s\Srinës anësore të konit dhe s\Srinës  dhe 
s\Srinës së kalotës 

Vizatimi �0 

Emilija Spasovska
Highlight
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Плоштината на топкиниот исечок е еднаква на збирот од плоштината на бочната 
површина на конусот и плоштината на калотата 2P R h Rrπ π= +   

Волуменот на топка со радиус R  е еднаков на  34
3

V R π= . 

Пример 5. Волуменот на топка со радиус 8dmR =  изнесува 3 34 20488 dm
3 3

V ππ= = . ♦ 

Задача 1. Одреди го дијаметарот на топката чиј волумен е 336 cmπ . 

Решение. Од равенството 336
3

Rπ π4
=  добиваме 3 27R = , т.е. 3R = , па дијаметарот е 

2 6cmR = .  ♦ 
Задача 2. Една мензура со дијаметар 2cm  е исполнета со течност од висина од 10cm . За 
колку ќе се зголеми висината на течноста ако во мензурата се стави метално топче со 
дијаметар 1cm . 
Решение. Волуменот на течноста во мензурата е 310 cmπ , а волуменот на топчето е 

31 cm
6

π . Според тоа, висината на течноста заедно со топчето е 110 cm
6

 + 
 

, т.е. 

зголемувањето на висината е 1 cm
6

. ♦ 

Волуменот на топкин отсечок со висина h  исечен од топка со радиус R  е еднаков на 
2

(3 )
3

hV R hπ
= − .

Пример 6. Волуменот на топкиниот отсечок со висина 3dmh =  исечен од топка со 

радиус 8dmR =  изнесува 
2

33 (3 8 3) 63 dm
3

V π π= ⋅ − = . ♦ 

Волуменот на топкин исечок со висина на калотата h  исечен од топка со радиус R  е 

еднаков на  22
3

V R hπ= . 

Пример 7. Волуменот на топкиниот исечок со висина на калотата 3dmh =  исечен од 

топка со  радиус 8dmR =  изнесува 2 32 8 3 128 dm
3

V π π= ⋅ = . ♦

Волуменот на топкин слој со висина  h ,  радиуси на граничните кругови 1r  и 2r , 

отсечен од топка со радиус R , е еднаков на ( )2 2 2
1 23 3

6
hV r r hπ

= + + .

 Пример 8. Волуменот на топкиниот слој со висина 3dmh =  отсечен од топка со радиус 
8dmR =  кој има радиуси на граничните кругови 1 2dmr =  и 2 3dmr =  изнесува 

( )2 3 2 34 3 2 3 3 3 32 dm
6

V π π= ⋅ + ⋅ + = . ♦
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Detyra 
1. Cakto rrezen e topit nëse syprina e rrethit të madh është 324π cm2.
2. Topi me rreze 65 cm është prerë me dy rrafshe të cilat gjenden nga ana e njëjtë e

qendrës së topit dhe janë në largësi prej 16 cm dhe 25 cm prej qendrës. Cakto syprinën dhe 
vëllimin e shtresës. 

3. Cakto syprinën e sferës dhe vëllimin e topit i cili është prerë me dy rrafshe paralele 
të cilat janë në anë të ndryshme prej qendrës dhe janë në lagësi prej 10 cm. Syprina e prerjeve 
është 25π cm2 dhe 16π cm2. 

4. Dy topa të metalit me rreze 4 cm dhe 7 cm janë shkrirë në top të ri. Sa është rrezja e
tij? 

5. Rrezet e rrethit i cili fitohet kur rrafshi do të pritet topi është dy herë më i vogël  e

topit. Cakto vëllimin e topit nëse prerja e ka syprinën  

DETYRA PËR PËRSËRITJE 

1. Baza e prizmit të drejtë është trekëndësh barakrahas me bazën 8 cm dhe krahun 5 cm.
Cakto syprinën anësore, nëse lartësia e prizmit është e barabartë me lartësinë e trekëndëshit që 
është bazë, e tërhequr prej majës së trekëndëshit barakrahas. 

2.Baza e piramidës trefaqësore është trekëndësh kënddrejtë me katetën e vogël 3 cm
dhe këndin e ngushtë prej 30o. Cakto vëllimin e piramidës nëse lartësia e saj është e 
barabartë me hipotenuzën e bazës.  

3. Syprina e një cilindri është 1596π cm2. Cakto lartësinë e cilindrit nëse diametri i tij
është 12 cm. 

4. Cakto syprinën e konit me syprinë të bazës 144 cm2 dhe gjeneratrisa

5. Cakto diametrin e topit, nëse syprina e tij është 289π cm2.
6. Te paralelopipedi brinjët e bazës janë 2 cm dhe 8 cm dhe ato formojnë kënd prej

30o. Syprina anësore është 10 cm2. Cakto vëllimin e paralelopipedit. 

7. Bazat e piramidës së cunguar janë dy trekëndësha kënddrejtë barakrahas me hipotenuza
7 cm dhe 5 cm, përkatësisht. Cakto vëllimin e piramidës së cunguar nëse lartësia e saj është 12 
cm. 

8. Lartësia e një cilindri është e barabartë me diametrin. Syprina anësore është
104cm2. Cakto syprinën e bazës së cilindrit.  

9. Syprina e prerjes boshtore të konit është 43 cm2. Cakto vëllimin e konit nëse lartësia e
tij është 2π cm. 

10. Syprina e prerjes së sferës me rrafsh është 15 cm2. Rrafshi gjendet në 

largësi qendrës së sferës. Cakto syprinën e sferës.

11. Baza e prizmit të drejtë është romb, kurse prerjet diagonale kanë syprinë 3 cm2 dhe 
4 cm2. Cakto syprinën anësore të prizmit.
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12. Syprinat e bazave të piramidës katërfaqësore e rregullt të cunguar janë 1cm2 dhe 4
cm2. Cakto vëllimin e gjithë piramidës nëse piramida e cunguar e ka vëllimin 21cm3. 

13. Syprina anësore e cilindrit është 80 cm2. Prerja boshtore është katror. Cakto syprinën
 e cilindrit. 

14. Syprina anësore e konit me gjeneratrisën               është një e katërta e syprinës së 

rrethit me rreze            . Cakto syprinën e bazës së konit. 

15. Rrezet e rrethit që fitohen kur rrafshi do ta pret topin është dy herë më e vogël prej

topit. Cakto vëllimin e topit nëse prerja ka syprinën  

16. Për përpunimin e një gardhi janë të nevojshme 120 gypa metalik prej 1,8m. Baza e
çdo gypi është trekëndësh barabrinjës me brinjë 5cm.

а) Njehso vëllimin e një gypi në m3,
b) Sa denarë gjithsej kushtojnë gypat, nëse 1 m3 kushton 2000 denarë?
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PËRGJIGJE DHE UDHËZIME 

1.1. 
2. b). 3. c) и ç). 4. а) x∈  , b) x∈[−5,∞) , c) x∈  ,

ç) x∈(−∞,−3] ∪ [2,∞) . 5. а) 2 , b) 1
5 

, c) − 
1 2, ç) 16 − 2x

1.2. 

1. а) 15 312 , b) 9 ( )6 9a b6 3 , c) 12 2x y− . 2. а) 2 , b) 4 a b5 2 , c) 45 6x y0 4 .3. а) 12 6 4122 , 3  и 12 34 , 

b) 
4 2 3 6

1212
2 3,

3 4
a b a b  и ( )412 2ab . 4. а) 32 33 , 2a a b  и 5b3 , b) 3 2 4 3 643 , 9a b a b  и 5a b . 5. а) 

31
2

 
 
 

, 

b) a , c) 3
2

2 1
0,2

a
a b
+ .

1.3. 

1. а) 160 , б) 10a , в) 1
210

, г) 
3

4 2

2a
b c

. 2. а) 10 7 4a b c , б) 6a , в) 5 22ab , г) 4
2

16a
b

. 3. а) 240 , 

б) 
4

3
x

, в) 
3

4

2xy
z

− , г) ( )
( )

2

2

1
1

x
x x

−

⋅ +
, за 0x > . 4. а) 14 312 432x y , б) 

3

3
8x

y
. 5. а) 1 0x + ≥  т.е. 

[ )1,x∈ − ∞ , б) ( ] [ ),0 1,x∈ −∞ ∪ ∞ . 
1.4. 

1. а) 5 2 , б) 32 3
5

, в) 24
2 2x xy

y
, г) 5 3 2

3

2 6
3

a a b
b

. 2. а) 3
20
7

, 

b) 108ab3 , c) (a a2 −1) , ç)
6 2

4

3
x a .

3. а) 21 xy y
xy

− , b)
2
y 2xbc , c)

3 2a ab
a b

−
−

, г) 5 22 a
a

. 4. а) и в). 

1.5. 
1. а) 46a , б) 11 612a ab c , в) ( ) ( )42 a b− − , г) 8 72 . 2. а) 46a , б) 11 612a ab c , в) 42 a b− − , 

г) 6 4 2ab c . 3. а) 9 2 , б) 23 4 1a a− − . 4. а) 2
5

, б) 0 . 5) a . 

1.6. 

1. а)
3 18
6

, b) +5 , c)
x y y x

x y
+
−

, г) 5 2a , д) 9 77
2

− , ѓ) ( )5 3 2 2+ ,

е) ( )( )2 2a b a b+ − .

1.7. 

1. а) 
4

1
x

, б) 1
a

, в) ( )31x + , г)
( )34

1

x y−
, д) ( )23 a b+ . 2. а) 

1
3a ,б) 

2
1na − , в)

3
2a

−
, г)

2
mx

−
, 

д) ( ) 4
n

a b −− . 3. а) 
1
6x , б) x y− , в) 18

3
. 4. а) 

2 2
3 3x y− , б) 

1 11
3 64x x x− − , 

xy yc) x − 2 + , ç) 
4 2

2 3 33 3 1a a a+ + + . 

5. а)
34

1
2x x x+ +

, b) 
8 8

2

8 8a a a a b
bb b

= . 
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1.8. 

1. а) [ ) ( )2,3 3,x∈ − ∪ ∞ , б) ( )2,x∈ − ∞ , в) 1 ,
2

x  ∈ ∞ 
, г) [ ) ( )0,1 1,x∈ ∪ ∞ . 3. 115− . 

4. 14 . 5. Бидејќи дефиниционата област е [ ) ( )0,1 1,∪ ∞ , најмалиот природен број кој
припаѓа во неа е 2 .

DETYRA PËR PËRSËRITJE 
3 31. а) 16 , b) 2 , c) 0,3 ,  ç )33 2 3 4 3+ − 5 . 2.c) и  ç ). 3. а) x∈  , b) x∈(−∞,3] , c) x∈  \ {2} , 

27ç ) x∈(−∞,−6] ∪ [2,∞) .4. а) 6 , b) 5 , c) − 
1 , г) 2x− .5. а) 15 103 , b) 25 20 5a b ,

в) ( )30 1020 3x y− . 6. а) 8 2 , б) 5

1
3

, в) ( )512 66x y .

7. а) 6 412 125 , 7  и 12 32 , б) 
8 16 9 6

1212
4 3,

5 4
a b a b  и 

2 4 2
12

2

2
5
a b .

8. а) 33 9 39 , 8a a b  и 6 55a , б) 2 4 3 63 , 9a b a b  и 3 55a b . 

9. а) 4x− , б) 3
170

, в) 
3

4 2

2a
b c

, г) 6 4 7a b c ,  д) 460a , ѓ) 15 212 32x y , е) ( )
( )

2

2

2

3

x

x x

−

+
. 

10. а) 2 ,
3

x  ∈ − ∞ 
, б) ( ] [ ), 1 0,x∈ −∞ − ∪ ∞ . 11. а) 3 10 , б) 33 2

10
, 

в) 
2

4
2 8x x

y
, г)

4
5

2 2

3
64

a a
b b

. 12. а) 3 425 , б) ( )( )3 1a a+ + ,  в) 
6 2

4
4

3
x a .

13. а) 3 2 21 180
5

a b c
ab

,  б) 3 241 18
3

x a y
x

. 14. a) 9 2 14+ , б)  ( )2 1 2a a a− + ,

в)  80 1675 15a a= , г) 77 48a a⋅ , д) 63a a b− − , ѓ) 
5 4 4a b

ab
. 15. а) 3

4
, б) 2 1324a a⋅ . 16. а) 4 72 , 

б) 13 2 30
7

− , в) xy . 17. а) 
33

2
ab , б) 5 3− − , в) 1

2
. 18. а) [ ) ( )0,3 3,x∈ ∪ ∞ , 

б) 30,
2

x  ∈  
.  19. а)12 5 3+ , б) 2

2
1 a−

. 

Njësia modulare 2 

 2.1. 

1. 

2. a) 12sin ,
13

β =  5cos ,
13

β =  12 ,
5

tgβ =  5 ,
12

ctgβ =

b) sinβ ≈ 0,87, cosβ ≈ 0,49, tgβ ≈1,73, ctgβ ≈ 0,58.

3. a) 4sin ,
5

α =
3cos ,
5

α =  4 ,
3

tgα =  3 .
4

ctgα =

b) sin α ≈ 0,78, cosα ≈ 0,66, tgα ≈1,24, ctgα ≈ 0,8.  4. 10 . 5. 12

Shkallë 0 30 45 60 90 180 270 360 
 radian 0 

6
π

4
π

3
π

2
π π  3

2
π 2π  
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2.2. 

1. a) 0,54,  б) 0,98,  в) 0,84,  г) 0,54.  2. a) o60 ,  б) o70 .  3. а) 3,  б) 1 .
2

4. а) 2sin α, b) 0, c) 2sin2 α. 5. а) 1, b) 1, c) 1.

2.3. 

1. a) 1,  б) 1,  в) 1,  г) 1.  2. a) 6 ,
8

б) 1.  3. а) 3,  б) 2 3 ,
3

+
−  в) 1.

4. а) o osin35 sin 67 ,<  б) o ocos 40 cos 23 ,<  в) o o36 58 ,tg tg<    г) o o73 39 .ctg ctg<

5. а) o osin 45 17 20 sin 45 39 34 ,′ ′′ ′ ′′<  б) o ocos 40 55 cos 40 12 12 ,′ ′ ′′<

в) o o56 23 55 56 12 56 ,tg tg′ ′′ ′ ′′>  г) o o39 55 77 39 33 6 .ctg ctg′ ′′ ′ ′′<

2.4. 

1. a) 12cos ,
13

α =  5 ,
12

tgα =  12 ,
5

ctgα =  б) 15sin ,
4

α =  15,tgα =  15 ,
15

ctgα =

в) 
4 41sin ,

41
α =

5 41cos ,
41

α =  5 ,
4

ctgα =  г) sin 0,92,α ≈  cos 0,39,α ≈  2,44,tgα ≈

2. a) 2sin ,α  б) 2cos ,− α  в) .1  5. а) 
21 sin ,

sin
− α

α
 б) 

2

2
1,

1
ctg

ctg
α −

+ α
 в) 

2

2 .
1

tg tg
tg

α + α
+ α

 8. .
54
55

2.5. 
1. o53,8 ,β =  40,1cm,a =  54,9cm.b =  2. 074,2 ,β =  11,7cm,a =  3,3cm.b =

3. o24,6 ,α =  5,14cm,b =  5,65cm.c =  4. o8 ,β =  1750,4cm,a =  1767,6cm.c =

5. o45 57 5 ,′ ′′α =  o42 2 55 ,′ ′′β =  224,48cm.b =

6. o61 55 39 ,′ ′′α =  o28 4 21 ,′ ′′β =  59,5cm.c =   7. o45 14 23 .′ ′′  2. o36 52 12 .′ ′′

DETYRA PËR PËRSËRITJE 

1. a) 34o 24′36′′, б) 18o 16′12′′, в) 23o40′12′′. 2. a) 36,43o , б) 45,19o , в) 73,87o.

3. a) 0,44 ,rad  б) 1,49 .rad  4. a) o105 ,  б) o72 45 56 .′ ′′  5. a) 0,  б) 2,  в) 1 ,
cosα

 0.α ≠  

6. a) o65 ,  б) o47 10 ,′  в) o30 ,  г) o40 .

7. a) 3cos ,
5

α =  4 ,
3

tgα =
3 ,
4

ctgα =  б) 4sin ,
5

α =  4 ,
3

tgα =  3 ,
4

ctgα =

в) 3sin ,
34

α =  5cos ,
34

α =  5 ,
3

ctgα =  г) 25sin ,
674

α =  7cos ,
674

α =  25.
7

tgα =

8. a) 7,  б) 1.−  9. a) o53 58 ,′β =  40,a ≈  55,b ≈  б) o25 40 ,′α =  936,43,b ≈  1038,94,c ≈

в) o4 50 ,′α =  0,05,a ≈  0,622,c ≈  г) o45 57 5 ,′ ′′α =  o44 2 55 ,′ ′′β =  222,48,b ≈
11. ,cos2 α⋅±= cab  .sin α= ch

Njësia modulare 3 

3.1.  

1. а) Re( ) 4,z =  Im( ) 2,z =  б) Re( ) 3,z = −  Im( ) 4,z =  в) Re( ) 4,z = −  1Im( ) ,
2

z =
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г) Re( ) 1 2,z = +  Im( ) 1.z =  2. а) 13 ,
2

z i= +  б) 1 (2 2) .
4

z i= − + −

3. а) 5,x =  8,y = −   б) 5,x =  8.y =

4. а) 7 5 ,z i= −  б) 1 6 ,
4

z i= − +  в) 1 ,
3

z i=  г) 5.z =  

3.2. 
1. а) 1 2 7 9 ,z z i+ = +  б) 1 2 40 30 .z z i+ = − −  2. Да. 3. а) 1 2 9 30 ,z z i− = −  б) 1 2 74 27 .z z i− = −
4. а) Re( ) 9,z =  Im( ) 2,z =  б) Re( ) 5,z = −  Im( ) 5.z = −

5. 1 2 ,z i= + 2 1 2 ,z i= − −  1 2 1 ,z z i+ = −  1 2 1 ,z z i+ = −   1 2 3 3 ,z z i− = +  и 1 2 3 3 .z z i− = +
3.3. 

1. а) 1 2 54 48 ,z z i= − +  б) 1 2 110 11 .z z i= +  2. 1 1 5 .
26 26

i
z

= −  3. а) 1

2

4 ,
3

z i
z

=   б) 1

2

12 .
2

z i
z

= +

4. а) Re( ) 2,z = −  Im( ) 1,z = −  б) Re( ) 1,z = −  Im( ) 1,z =  в) Re( ) 2,z =  Im( ) 3 5.z = −  

3.4. 
2. а) 2 5,z =  б) 2,z =  в) 5,z =  г) 2 5,z =  д) 1,z =  ѓ) 2.z =  

3. 5,z = 5,z = z− = 5, vlerat e fituara janë të barabarta. 

4. 1 3 ,z i= − 2 3 .z i= − −  5. 1
2 5 4 5 ,

5 5
z i= + 2

2 5 4 5 .
5 5

z i= − −

DETYRA PËR PËRSËRITJE 

1. а) Re( ) 1,z = −  Im( ) 1,z = −  б) 1Re( ) ,
2

z = −  Im( ) 0,z =  в) Re( ) 3,z =  Im( ) 2.z =  

2. а) 7 5 ,z i= +  б) 1 ,
4

z i=  в) 1 3 .z i= +  

3. а) 1 2 12 2 ,z z i+ = +  1 2 2 4 ,z z i− = −  б) 1 2
7 5 ,

12 6
z z i+ = −   1 2

1 13 .
12 6

z z i− = − −

4. a) 113 ,
3

z i− = −  б) 1 ( 2 3) .
2

z i− = − −  

5. a) Re( ) 5,z =  Im( ) 4,z =  б) Re( ) 6,z =  Im( ) 5.z =

6. a) 1 2 62 61 ,z z i= −  и 1

2

82 29 ,
85 85

z i
z

= −  б) 1 2 24 48 ,z z i= +  и 1

2

1 1 .
6 3

z i
z

= − −

7. a) 1Re( ) ,
5

z =  7Im( ) ,
5

z = −  б) 1Re( ) ,
2

z = −  1Im( ) ,
2

z =

в) 2 5 3Re( ) ,
5

z −
=  3 5 2Im( ) .

5
z +

= −

11. a)
2
37 b) 97 64 2 .

4
z −

=

Njësia modulare 4 

 4.1. 
1. a) Jo, b) Po, c) Jo. 2. a) Po, б) x =1 Nuk është në fushën e përkufizimit të barazimit ,
c) Po. 3. a) 3 2x − 3x 2+ = 0, b) 4x2 16− = 0, c)  2x − 3x 6− = 0, x ≠ 4.
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4. a) 2 3 7 0,
2 2

x x+ − =  б) 2 1 2 0,
2

x x− − =  в) 2 2 0.
3

x x+ =

5. а) Po, b) Jo, c) Po.

4.2. 
1. a) x = 0, b) y = 0, c) За k ≠ 0 zgjidhje është  x = 0, për k = 0 zgjidhje në çdo numër real  x. 2. a)

01 =x  и 2 7,x =  б) 01 =x  и 2 2,x = −  в) 01 =x  и 2 6,x =  г) 01 =x  и 2 10,x = −

д) 01 =x  и 2
1 ,
3

x = −  ѓ) 01 =x  и 2 9.x =  

3. a) 31 −=x  и 2 3,x =  б) 21 −=x  и 2 2,x =  в) 1
2
3

x = −  и 2
2 ,
3

x =

г) 1 5x = −  и 2 5,x =  д) 1
4
5

y = −  и 2
4 ,
5

y =  ѓ) 1
3
4

z = −  и 2
3 .
4

z =

4. a) 1,2 ,x i= ±  б) 1,2
3 ,
2

x i= ±  в) 1,2
1 ,

14
x i= ±  г) 1/2 2 ,y i= ±  д) 1,2 6 ,x i= ±  ѓ) 1,2 3 .x i= ±  

6. a) , 0,a b ≠  ако 0b >  решенија се 1,2 ,bx i
a

= ±  ако 0b <  решенија се 1,2 ,bx
a
−

= ±

б) , 0,a b ≠  решенија се  01 =x  и 2 2 .bx
a

= −

4.3. 
1. a) 1 1x = −  и 2 5,x =  б) 1 9x = −  и 2 10,x =  в) 1 2x = −  и 2 4,x =

г) 1 3 5x = − −  и 2 3 5,x = − +  д) 1
3 29

2
x − −

=  и 2
3 29 ,

2
x − +

=

ѓ) 1 3 3x = − −  и 2 3 3.x = − +  
2. a) 1 7x = −  и 2 1,x =  б) 1 9x = −  и 2 7,x =  в) 1,2 5 31,x = ±  

г) 
2
1

1 −=x  и 2
1 ,
3

x = −  д) 1,2
1 23 .

3
ix ±

=

3. a) 01 =x  и 2
3 ,
5

x =  б) 01 =x  и 2
7 ,
3

x = −  в) ix
2
3

1 −=  и 2
3 ,
2

x i=  г) 71 −=x  и 2 7,x =   

д) 01 =x  и 2 4,x =  ѓ) 11 −=x  и 2 1.x =  

4. a) 1 2
mx = −  и 2 ,

3
mx = −  m∈ , б) 1 2

ax
b

=  и 2 ,
2
bx
a

=  , 0.a b ≠  

4.4. 
1. a) D = 24, б) D = 2, в) D = −4, г) D = −8, д) D = 25, ѓ) D =16.
2. а) Ka, б) Ka, в) Ka, г) Ka, д) Ka, ѓ) Ka.
3. а) Nuk ka, б) Ka, в) Ka, г) Ka, д) Ka, ѓ) Ka.
4. а) Ka, б) Ka, в) Nuk ka, г) Ka, д) Ka, ѓ) Ka, e) Ka rrënjë të dyfishtë
6. a) 2,k ≤  б) 2.k >

4.5. 
1. a) 1 2 3,x x+ =  1 2 2,x x =  б) 1 2 2,x x+ = −  1 2 1,x x = −  в) 1 2 37,x x+ =  1 2 27,x x =

г) 1 2 0,x x+ =  1 2 15,x x = −  д) 1 2 7,x x+ =  1 2 3,x x =  ѓ) 
2

1 2
9 ,ax x

a
+

+ = 1 2
9 ,x x
a

= − 0.a ≠  

2. a) 2 2 35 0,x x+ − =  б) 2 8 15 0,x x+ + =  в) 22 5 12 0,x x+ − =  г) 210 19 6 0,x x+ + =

д) 2 3 3 30 0,x x+ − =  ѓ) 2 6 4 0.x x− + =
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3. а) 1 4x =  и 2 5,x =  б) 1 2x =  и 2
5 ,
6

x =  в) 1 12x = −  и 2 1,x =  г) 1 5x = −  и 2 3,x =

д) 1 1x =  и 2 2 ,x p=  ѓ) 1 3x a= −  и 2 1.x =  

4. а) 2 2 ( 1)( 2),x x x x+ − = − +  б) 23 9 12 3( 1)( 4),x x x x− − = + −

в) 22 72 2( 6)( 6).x x x− = − +  5. 5 .
2

m =  6. 61 ,
2

− −
61 .

2
− +  5 .

2
m =  7. 28 2 1 0.x x+ − =  

4.6. 
1. Numrat janë 12 dhe 13.  2. Perimetri i drejtkëndëshit 32 cm.
3. Janë të nevojshme 85 m tel.  4. Çmimi është zvogëluar për 10%.
5. 15 orë për gypin më të ngushtë, kurse 10 orë për më të gjerë.

4.7. 

1. a)  5\ ,2 ,
4

 
 
 

  б) { }\ 1,5 .−  

2. a) За ниту една вредност на ,x  б) 27,x = −  в) 1.x =

3. a) { }3, 3 ,−  б) ∅, в) 1 ,2 ,
2

 
 
 

г) {1}, д) ∅, ѓ) 10, .
3

 
 
 

4. a) 1,2
5 29 ,

2
x − ±

=  б) 1,2
3 19 ,

2
x ±

=  в) 1,2
21 469 ,

2
x ±

=  г) 1 8x = −  и 2 1.x =  

5. За 0a ≠  решение е 0,x =  а за 1a ≠  решение е
2 2 .

1
a b ax

a
+ +

=
−

 

DETYRA PËRPËRSËRITJE 
1. a) Barazimi linear me një të panjohur, b) Barazim të shkallës së katërt me një të panjohur, c)
Barazim katror me dy të panjohura.

2. a) 2 7 1 0,
4 4

x x+ − =  б) 2 2 5 0,x x+ + =  в) 2 2 2 0.
3 3

x x− − =  3. a) 1 0x =  и 2 2,x =  

б) 1 0x =  и 2 1,x = −  в)  1 0x =  и 2 ,
1

bx
a

=
−

 за 1.a ≠  

4. a) 1,2
2 ,
3

x i= ± б) 1,2
5 ,
2

x = ±  в) 1,2 ( ).x a b= ± −  

5. a) x1 = 6 и x2 = −7, б) x1 = −13 и x2 =11, в) двоен корен x = 9, г) x1 = −5, и x2 = 7,
д)  1 = −x a10 и  2 =x a2 .
6. a) Për çdo  a ∈  , б) РBarazimi nuk ka rrënjë komplekse të konjuguara për asnjë vlerë të parametrit
а.

7. а) 2( 5 / 2) ,
3

x
x
−
+

б) ( 2) ,
( 5)
x
x

+
−

+
в) 7( 2 / 7) .

3( 1 / 3)
a
a

−
−

8. a) 1,p ≠  б) 1,p =  в) 9 ,
8

p =  г) 9 .
8

p <

9. 84km/h dhe 63km/h 10. Gjerësia e rrugës është 12 m. 
11. a) x = 3, b) x1 = −6. 12. Kamioni i parë do ta kalon gjithë rrugën për 10 orë me shpejtësi prej 30k/h
por kamion i dytë për 12 orë me shpejtësi prej 25 km/h.
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Njësia modulare 5 

5.1. 
1. Barazime bikatrore janë nën:  a), b), c) dhe d).

2. a) 52,1 ±=x , 3,4
1 ,
3

x = ±  б) 1,2
1 ,
2

x = ± 3,4
2 ,
3

x = ±  в) 1,2 2,t = ±  3,4 3,t = ±  г) 1,2 5,x = ±

д) 1,2
2 ,

2
x = ±  ѓ) 0.x =  

3. a) 1,2
3 ,

3
x = ±  b) x1,2 = ± 3, ) t1,2 = ± 

1
2 

, t3,4 = ±2, г)  Nuk ka zjidhje reale 

д) 1,2
3 ,
8

x = ±  3 0,x =  ѓ) 1,2
3 .
7

x = ±

4. a) 4, б) 0, в) 4, г) 0, д) 2, ѓ) 2.

5. a) ( 2)( 1)( 1)( 2) 0,x x x x+ + − − =  б) 5 54( )( 1)( 1)( ) 0.
2 2

y y y y+ + − − =

6. a)
2

2
4 , 2,
9

x x
x

+
≠ ±

−
 б) 

2

2
3 , 2 2.
9

x x
x

−
≠ ±

−
 

5.2. 

1. а) 1 2,34, 2 2 3x x i= = − ± , б) 1,2 3,43, 3x x i= ± = ± , в) 1 2 3,4 5,6
3 3 32, 3, 1 3,

2
ix x x i x − ±

= − = = ± = , 

г) 1 2 3 41, 2, 3, 4x x x x− = − = − − , д) 1 2,3
2 51,

3
ix x − ±

= = , ѓ) 1 2 3 4
1 12, 3, ,
2 3

x x x x= = = = . 

5.3. 
1. Barazime iracionale janë nën  b) dhe ç).
2. a) Jo, b)  Po, c)  Po, ç) Po.

3. a) {1}, б) {3},  в) { 2,2},−  г) 7 65 ,
2

 + 
 
  

д) 99, ,
2

 − 
 

 ѓ) ∅. 

4. a) x =13, b) x = 77, в) x1,2 = ±1.

5. a) x = 5, b) x = 3, c)
3x = 
2 , ç) Nuk ka zjidhje reale

5.4 

1. а) 1 1,x = −  2 27,x =  б) 1 1,x = −  2 2,x =   2. а) 1 0,x =  2
5 ,
4

x =  б) 9.x =  

3. а) 1,x =  б) 5 ,
3

x = −  4. 2,x = −  5. 1.x = −  

5.5. 
1. Sistemi prej barazimit linear dhe katror me dy të panjohura janë: a), b) dhe d).

2. a) 
2 2

3 1 0
,

3 4 0

x y

x y

+ − =

 + − =

  b) 
2 2

1 3 12
2 4

,
12 0
2

x y

x xy y

− + +

 + − − =

 c) 
2 2

4
,1 3 1 0

2

x y

x xy y x

+ =



+ + + − =


 

 ç) 
2 2

10 0
,372 2 6 0

2

x y

x y x y

− + − =



+ − − + =


 d) 
2

1 3 0
2 .

3 0

x y

x y

 + =

 + =
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3. а) 3,m =  1,n = −  1,p =  3,a =  1,b =  1,c =  1,d =  1e = −  и 1.f = −

б) 1,m = −  1 ,
3

n = 12,p =  1,a =  2,b =  3,c = −  0,d =  0e =  и 4.f = −  

4. a) Да, б) Не, в) Не.
5. a) Është zgjidhje, b) Nuk është zgjidhje,  c) Është zgjidhje,  ç)

Nuk është zgjidhje

6. a) { })3,5(),5,3(  б) { })9,3(),9,3( −−  в)





















 −−−









 ++−
6
1053,

4
1053,

6
1053,

4
1053

г) { })17,14(),1,2( −  д) 76 4 166 36 6 166 76 4 166 36 6 166, , , .
13 13 13 13

    + + − − 
            

7. Zgjidhje reale kanë sistemet: a), ç) dhe dh), zgjidhjet komplekse kanë sistemet b), c) dhe d)

 DETYRA PËR PËRSËRITJE 

1. а) 1,2 1,x = ±  3,4 3,x = ±  б) 1,2
7 .
2

x = ±

2. а) 1,2 2,x = ±  3,4 3,x = ±  б) 1,2 3,x = ±  3,4 2.x = ±  3. а) { 1, 4},± ±  б) ∅.   

4. а) 2 4,y −  б)
2

2
5 .
1

x
x

−
−

5. а) 3,x =  б) 1.x =  6. а) 3,x =  б) 1,2 1.x = ±

8. a) (1,1)  и 3 13, ,
7 7

 − − 
 

 б) 2302 1151,24
5 10

 
− −  

 
 и 2302 1151,24 .

5 10
 

+  
 

9. а) 31 312 ,2
2 2

i i
 

− − −  
 

 и 31 312 ,2 ,
2 2

i i
 

− + +  
 

 б) (3,9), ( 3, 9).− −  

10. а) 

35
3 105 1 3,
4 4 2 2

 
 
 − − −
 
 
 

 и 

35
3 105 1 3, ,
4 4 2 2

 
 
 − + +
 
 
 

б) 2 7 1 7,
3 3

 + − +
  
 

 и 2 7 1 7, .
3 3

 − − −
  
 

Njësia modulare 6 

6.1. 

6. a) 
23 31( ) 2 ,

4 8
f x x = + + 

 
 б) 

25 25( ) ,
2 4

f x x = − − + 
 

 в) 
25 1( ) ,

2 4
f x x = − − 

 

г) 
23 1( ) ,

4 8
f x x = + − 

 
 д) 

21( ) ,
4

f x x = − − 
 

 ѓ) 
21 9( ) .

2 4
f x x = − − 

 

6.2. 

1.
3
4

x = . 2. a) 3, б) 17, в) 10.  3. a) 1
4

− и 1,  б) 1 и 5,  в) нема нули, г) 2−  и 4,  д) 3 6
2

− −  и 

3 6 ,
2

− +  ѓ) нема нули. 4. Не, затоа што 0D < . 5. Да, на пример ( ) ( )23 2f x x= − − . 
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6.3. 

1. a) За 3
4

x = −  има минимум 31,
8

 б) За 3
2

x =  има максимум 25 ,
4

в) За 5
2

x =  има минимум 1 ,
4

 г) За 1x =  има максимум 9,

д) За 3
2

x = −  има минимум 2,−  ѓ) За 0x =  има минимум 2 .
3

2. a) 3 25, ,
8 16

T  
 
 

 б) ( )3, 2 ,T −  в) 3 31, ,
4 8

T  − 
 

г) 33, ,
4

T  − 
 

д) 3 17, ,
4 8

T  
 
 

 ѓ) ( )0,5 .T  

3. a) расте на 3, ,
8

 −∞ − 
 

опаѓа на 3 , ,
8

 − +∞ 
 

б) опаѓа на ( ), 3 ,−∞ −  расте на ( )3, ,− +∞  в) опаѓа на 3, ,
4

 −∞ 
 

расте на 3 , ,
4

 +∞ 
 

г) опаѓа на ( ), 3 ,−∞ −  расте на ( )3, ,− +∞  д) расте на 3, ,
4

 −∞ − 
 

опаѓа на 3 , ,
4

 − +∞ 
 

ѓ) расте на ( ),0 ,−∞  опаѓа на ( )0, .+∞   
4. Постои, тоа е функцијата 2( ) 2( 3) 4.f x x= − − +

6.4. 
1. a) позитивна за секој реален број ,x
б) позитивна за ( 1,4),x∈ −  негативна за  ( , 1) (4, ),x∈ −∞ − ∪ +∞

в) позитивна за секој реален број ,x  освен за 2 .
3

x =

2. a) 3 7 3 7, , ,
2 2

x
   − − − +

∈ −∞ ∪ +∞      
   

 б) негативна за секој реален број ,x  

в) ( ) 2, 1 , .
3

x  ∈ −∞ − ∪ +∞ 
 

 

3. a) позитивен, б) позитивен за (2,4),x∈  негативен за (4,5),x∈  в) позитивен за  (7,9),x∈
негативен за (6,7),x∈  г) позитивен.

6.5. 
1. a) една непозната, б) една непозната, в) две непознати, г) три непознати.
2. a) равенка од прв степен, б) равенка од втор степен, в) равенка од петти степен,
г) равенка од четврти степен.

3. a) 23 3 2 0,x x− + >  б) 24 16 0,x − >  в) 2 8 5 0,x x− + <  г) 24 1 1 0.
3 2

x x− + <

4. a) е решение, б) е решение, в) не е решение,  
г) не е решение, не е во дефиниционото множество на неравенката. 

5. a) 2 ,
3

x =  б) x∈
3\ ,
7

 − 
 

  в) ,∅  г) x∈ , д) [ ]2,7 ,x∈ −  ѓ) ( )7, 9, .
2

x  ∈ −∞ − ∪ +∞ 
 

 

6.6. 

1. a) ( ) 4, 1 , ,
3

x  ∈ −∞ − ∪ +∞ 
 

 б) 41, ,
3

x  ∈ − 
 

 в) 41, .
3

x  ∈ − 
 

2. a) ( )2,2 ,x∈ −  б) ( ] [ ), 3 3, ,x∈ −∞ − ∪ +∞  в) ,∅  г) x∈ , д) ( ) ( ),3 4, ,x∈ −∞ ∪ +∞

ѓ) ( ) ( ), 8 5, .x∈ −∞ − ∪ +∞
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3. a) ( )1,7 ,x∈  б)  , в) ( ) 1, 3 , ,
2

x  ∈ −∞ − ∪ − +∞ 
 

 г) ( ] [ ), 3 4, ,x∈ −∞ − ∪ +∞  д) ,∅  

ѓ) 5 29 5 29, , .
2 2

x
   − − − +

∈ −∞ ∪ +∞      
   

 

4. a) ( ) ( ), 1 3, ,x∈ −∞ − ∪ +∞  б) ( )1, 4, ,
4

x  ∈ −∞ ∪ +∞ 
 

 в) 1 1, ,
2 2

x  ∈ −  
 г) ( ]0,13 ,x∈

д) ( ) 3,0 , ,
4

x  ∈ −∞ ∪ +∞ 
 ѓ) 1, .

2
x  ∈ −∞ − 

 

6.7. 

1. Да. 2. a) ( ) ( ), 1 1, ,x∈ −∞ − ∪ +∞  б) 1 1, ,
3 2

x  ∈ 
 

 в) .∅  

3. a) x∈ ( ]8, 5 ,− − б) 1 1, ,
2 3

x  ∈ −  
 в) [ ]2,1 .x∈ −  

4. a) ( 3,1),x∈ −  б) ( , 1) (3, ),x∈ −∞ − ∪ +∞  в) [1,14].x∈

5. а) ( , 2) ( 1, ),x∈ −∞ − ∪ − +∞  б) 5 , ,
2

x  ∈ − +∞ 
 

 в) [ ]3,2 .x∈ −  

6.8. 

1. а)  2\ ,
3

 
 
 

  б) 3\ ,
7

 − 
 

  в) ,∅  г) 3 .
5

 
 
 

2. a) ( ] [ ] [ ), 3 2,2 3, ,x∈ −∞ − ∪ − ∪ +∞  б)  ( , 3) (2, ),x∈ −∞ − ∪ +∞  в) (1,3),x∈
г) [ 7,1] [2,3].x∈ − ∪

3. a) ( 83 3,0 ,3 3 ,
3

x  ∈ − ∪   
 б) ( , 13) ( 2,4) (11, ),x∈ −∞ − ∪ − ∪ +∞  

в) ( 9, 1) (5,10).x∈ − − ∪  

4. a) ( )1 2, ,4 4, ,
4 3

x    ∈ −∞ − ∪ ∪ +∞   
   

 б) [ 3,2] (4,7),x∈ − ∪  в) .∅  

5. Броевите се 3  и 4.

DETYRA PËR PËRSËRITJE 

1. a) 0 и 1,−  б) нема нули, в) 1.−  2. 1 ,5 .
3

T  − 
 

3. a) позитивна за 37 1345 37 1345, , ,
12 12

x
   − +

∈ −∞ ∪ +∞      
   

 

негативна за 37 1345 37 1345, ,
12 12

 − +
  
 

б) позитивна за ( ) 1, 2 , ,
2

x  ∈ −∞ − ∪ +∞ 
 

 негативна за 12, ,
2

x  ∈ − 
 

в) негативна за секој реален број x . 

4. 2m = −  и 3,m =  за 2m = −  темето е 1 ,3 ,
2

T  
 
 

 за 3m =  темето е ( )2, 7 .T − −  

6. a) ( ,1) (7, ),x∈ −∞ ∪ +∞  б) ( ] [ ), 3 4, ,x∈ −∞ − ∪ +∞  в) [ )3, 2, ,
2

x  ∈ −∞ − ∪ +∞  
 г)  , 
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д) ( ] [ )� � 0� �x∈ −∞ − ∪ +∞ ѓ) � � � �
2

x  ∈ − − 
 

7. a) � �� �
� �

x  ∈ − −  
б) � ��� � ���� �

2 2
x

 − +
∈  

 
в) � � �� ��� ��x∈ −∞ − ∪ +∞

8. a) 2 �� � �
� 2

x    ∈ −∞ ∪ +∞   
   

б) ( )� �x∈ −∞ − ∪
� ��� � �
� �

   ∪ +∞   
   

в) �∅

9. a) ( )� �� �2 2� �
� �

x    ∈ −∞ − ∪ ∪ +∞   
   

б) > ���@ ������x∈ − ∪ в) ( )� �� ��� �
2

x  ∈ − ∪ 
 

10. Ȼɪɨʁɨɬ ��

1MsVLD PRGXODUH � 

7.1.
1. ɜ�� ɝ�� ɞ�� 2. ɚ�� ɜ�� ɝ�� 3) а) Ʉɨɥɢɧɟɚɪɧɢ ɫɟ � � �AE EB AB CD

   

� ɚ 
ɤɨɥɢɧɟɪɚɧɢ ɫɟ ɢ �AD BC

 

б) ɂɫɬɨɧɚɫɨɱɟɧɢ ɫɟ � �AE EB AB
  

и �AD BC
 

в) �AD BC
 

, г) �AB CD
 

7.2.
1. �DC CB DB DA AB b a+ = = + = − +
      

�BO OC BC AD b+ = = =
    

�BO OC BO CO BO OA BA AB a− = + = + = = − = −
        

�BA DA BA AD AB AD a b− = + = − + = − +
       

2. DA b a= − +
  

, 2AE AB a b+ = − +
   

� 2BE a b= − −
  

� CB a b= +
  

� 
2EA CD a b+ = +

   

ɢ ED a b= +
  

� 
3. OD a b= +
  

� OB a= −
 

�  
FB a b= − +
  

� 2CA a b= − −
  

�  
FE a b= +
  

� OA a b= − −
  

� CE a b= −
  

ɢ 2CF b= −
 

 �ɰɪɬɟɠ ��� 

4. а) AB CS DC CS DS+ = + =
    

� б) AD BS BC SB SC− = + =
    

� 
в) 0AS BS CS DS+ + + =
    

 �ɰɪɬɟɠ 2��� 

7.3.

1. Ɉɞ ɪɚɜɟɧɫɬɜɚɬɚ� � �
2 2

AM AB AC= +
  

� � �
2 2

BN BA BC= +
  

ɢ 

� �
2 2

CP CA CB= +
  

� ɫɥɟɞɭɜɚ 

( ) ( ) ( )� � � �
2 2 2

AM BN CP AB BA AC CA BC CB+ + = + + + + +
        

ɬ�ɟ� � � �0 0 0 0�
2 2 2

AM BN CP+ + = + + =
  

   

2. ɇɟɤɚ �AA ɢ �BB

ɫɟ ɞɜɟ ɪɚɡɥɢɱɧɢ ɬɟɠɢɲɧɢ ɥɢɧɢɢ ɧɚ ABC∆ �ɰɪɬɟɠ ��� 
Ɍɨɝɚɲ T ʁɚ ɞɟɥɢ ɨɬɫɟɱɤɚɬɚ �BB  ɜɨ ɨɞɧɨɫ �� 2 ��BT TB = � 
Ⱥɤɨ �T ɟ ɫɪɟɞɢɧɚ ɧɚ BT � ɬɨɝɚɲ ɢɦɚɦɟ 

( )� � �
� � �
2 2 2 2

OT OBOT OB OT OB
 +

= + = +  
 

 

   

� ɩɚ ɫɥɟɞɭɜɚ

Yizatimi �

Yizatimi 2

Yizatimi �
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�
� 2
� �

OT OB OB= +
  

� Ȼɢɞɟʁʅɢ �B ɟ ɫɪɟɞɢɧɚ ɧɚ AC ɢɦɚɦɟ 

( )�
�
2

OB OA OC= +
  

� Ʉɨɧɟɱɧɨ 

( ) ( )� 2 � �
� � 2 �

OT OB OA OC OA OB OC= + ⋅ + = + +
      

�

3. 2AC AS AM AN m n= = + = +
     

� ( )2 2BD MN m n= = − +
   

ɢ 

( ) ( )� � � �
2 2 2

AB AM NM m n m m n= + = + − + = −
       

 �ɰɪɬɟɠ ��� 

4. а) CD EF CD CB CS+ = + =
    

� б) 0SF AB+ =
  

� 
в) AB ES AB SE AB BS AS− = + = + =
      

ɢ
г) 2DE CS DE+ =
  

 �ɰɪɬɟɠ ��� 

5. ( )� �
2 2

nAD m n BE m= + = − +


    

ɢ 
2
mCF n= − +


 

 �ɰɪɬɟɠ ��� 

7.4.
�� 3asi Eashkësia e SikaYe në haSësirë P është e SaIXndshme YiMon se ekziston Sikë % � $� SreM Ⱥ�
YiMon se ekziston dreMtëz e Yetme e cila kalon nëSër Sikat $ dhe %� 3reM Ⱥ� YiMon se ekziston Sikë & e
cila nXk shtrihet te dreMtëza $%� 'omethënë� $� % dhe & nXk Manë Sika kolineare�
�� 3reM det\rës �� YiMon se ekzistoMnë Sika % dhe & të atilla Të $� % dhe & nXk Manë Sika kolineare�
'omethënë� dreMtëza %& = a nXk kalon nëSër Sikën $�
�� 3reM Ⱥ�  YiMon se ekzistoMnë Sika %� & dhe ' të atilla Të $� %� & dhe ' nXk Manë komSlanare�
3randaM� ato rraIshe $%&� $%' dhe %&' kaloMnë nëSër Sikën $�

7.5.
1. �� 'reMtëza E e Sret dreMtëzën a ose dreMtëzat Manë aSlanare� �� ɚ� Éshtë e saktë� Sasi Sika e 
deSërtimit është Sikë e SërEashkët� E� Éshtë e saktë� Sasi SikëSrerMa është e Yetme �E nXk shtrihet në
Ȉ�� c� 3o� Sasi dreMtëzat Sriten� o� 3reM SërkXIizimit Sër Saralelizëm të dreMtëzës dhe rraIshit YiMon se
edhe k\ JM\kim është i saktë� �� ɚ� 3ika %� Sasi në të kXndërtën %Ł$� E� 3ika $� Sasi në të kXndërtën
$Ł%�

7.6.
1. -o� Sasi nëse d\ rraIshe Sriten në d\ Sika� atëherë ato Sriten në SaIXnd shXmë Sika� d�m�th�� SrerMa 
e t\re është dreMtëz� 2. а) Ⱦɚ ɩɨɫɬɨɢ� ɬɨɚ ɟ ɩɪɚɜɚɬɚ ɤɨʁɚ ɦɢɧɭɜɚ ɧɢɡ ɬɨɱɤɢɬɟ A ɢ

Yizatimi �

Yizatimi � Yizatimi �
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B � ɤɚɞɟ ɲɬɨ A  ɟ ɬɨɱɤɚ ɨɞ �∑ ɢ A a∉ � ɚ B  ɟ ɬɨɱɤɚ ɨɞ 2∑ ɢ B a∉ � Ɂɧɚɱɢ� ɫɟɤɨʁɚ ɩɪɚɜɚ ɤɨʁɚ 
ɝɢ ɩɪɨɛɨɞɭɜɚ ɞɜɟɬɟ ɪɚɦɧɢɧɢ ɢ ɟ ɪɚɡɦɢɧɭɜɚɱɤɚ ɫɨ a � б) Ⱦɚ� ɫɢɬɟ ɬɨɱɤɢ ɨɞ ɩɪɨɫɬɨɪɨɬ ɤɨɢ ɧɟ 
ɥɟɠɚɬ ɧɚ ɧɢɬɭ ɟɞɧɚ ɨɞ ɞɚɞɟɧɢɬɟ ɞɜɟ ɪɚɦɧɢɧɢ� Ɍɚɤɜɢ ɬɨɱɤɢ ɢɦɚ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɨ ɦɧɨɝɭ� 3. ɇɟ ɟ ɬɨɱɧɨ� 
ɛɢɞɟʁʅɢ ɪɚɦɧɢɧɢɬɟ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɫɟɱɚɬ ɜɨ ɩɪɚɜɚ ɤɨʁɚ ɟ ɩɚɪɚɥɟɥɧɚ ɫɨ ɞɚɞɟɧɚɬɚ� 5. a) $0, E) $1� 

7.7.
1. 1Më �nëse të JMitha tri dreMtëzat Manë komSlanare� ose tre �nëse të tri dreMtëzat Manë komSlanare�

rraIshet� �� 1Më �nëse Sikat dhe dreMtëza Manë komSlanare� ose d\ �nëse dreMtëza dhe d\ Sikat nXk Manë 
komSlanare� rraIshe� �� -o JMithmonë� Sasi nëse dreMtëza c kalon nëSër SikëSrerMen e dreMtëzaYe a dhe E� 
atëherë aMo Mo SatMetër të shtrihet te rraIshi Ȉ� �� -o nXk është e saktë� Sasi dreMtëzat mXnd të Sriten dhe 
të Menë Saralele me rraIshin� �� -o�

ЗАДАЧИ ЗА ПОВТОРУВАЊЕ
1. � �BC b a DE a EF BC a b= − = − = − = −
        

ɢ 2 �BE b a= −
  

�ɰɪɬɟɠ ��� 
2. KM DF AC FK CD CA MP+ + + + + + =
      

CA AC CD DF FK KM MP CP= + + + + + + =
       

� 
3. ɇɟɤɚ O  ɟ ɩɪɨɢɡɜɨɥɧɚ ɬɨɱɤɚ� ɬɨɝɚɲ

2 2 2 �

AC BC PM AP BM

OC OA OC OB OM OP OP OA OM OP

OM OP PM

− + − + =

= − − + + − − + + − =

= − =

    

         

  

4. ( )x MK LM EL EF LK FL FK= + + − = + =
       

�

5. ɇɟɤɚ O  ɟ ɩɪɨɢɡɜɨɥɧɚ ɬɨɱɤɚ� ɬɨɝɚɲ PQ OQ OP= −
  

 �ɰɪɬɟɠ ��� 
Ȼɢɞɟʁʅɢ Q ɟ ɫɪɟɞɢɧɚ ɧɚ LN � ɚ P ɟ ɫɪɟɞɢɧɚ ɧɚ KM ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ�

( )�
2

OQ OL ON= +
  

ɢ ( )�
2

OP OK OM= +
  

� Ɉɞ ɬɨɚ ɲɬɨ � �K L M ɢ N

ɫɟ ɫɪɟɞɢɧɢ ɧɚ ɫɬɪɚɧɢɬɟ � �BC CD DE ɢ EA � ɫɨɨɞɜɟɬɧɨ� ɢɦɚɦɟ�

( )�
2

OK OB OC= +
  

� ( )�
2

OL OC OD= +
  

� ( )�
2

OM OD OE= +
  

ɢ 

( )�
2

ON OE OA= +
  

�Ɂɧɚɱɢ 

( ) ( )� �
2 2

PQ OQ OP OL ON OK OM= − = + − + =
      

( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �
2 2 2 2 2 2

OC OD OE OA OB OC OD OE   = + + + − + + + =   
   

       

( )� � �
� �

OA OB BA− =
  

Ɉɞ ɨɜɞɟ ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ ɨɬɫɟɱɤɢɬɟ PQ ɢ AB ɫɟ ɩɚɪɚɥɟɥɧɢ ɢ 

ɨɞɧɨɫɨɬ ɧɚ ɧɢɜɧɢɬɟ ɞɨɥɠɢɧɢ ɟ �
�

� 

6. ɇɟɤɚ ABCD ( )__AB CD ɟ ɬɪɚɩɟɡ ɢ �M N ɫɟ ɫɪɟɞɢɧɢ ɧɚ
ɨɫɧɨɜɢɬɟ AB ɢ CD � ɫɨɨɞɜɟɬɧɨ� ɚ O ɟ ɩɪɟɫɟɱɧɚɬɚ ɬɨɱɤɚ ɧɚ
ɞɢʁɚɝɨɧɚɥɢɬɟ AC ɢ BD ɧɚ ɬɪɚɩɟɡɨɬ �ɐɪɬɟɠ 9��Ɍɪɢɚɝɨɥɧɢɰɢɬɟ

AOB ɢ DOC ɫɟ ɫɥɢɱɧɢ� ɩɚ OA OB k
OC OD

= = � ɨɞ ɤɚɞɟ ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ 

OA kOC= −
 

ɢ OB kOD= −
 

� 

Ɍɨɝɚɲ ( ) ( )( )� �
2 2

OM OA OB k OC OD kON= + = − + = −
     

� 

Ɂɧɚɱɢ ɬɨɱɤɢɬɟ �M N ɢ O ɥɟɠɚɬ ɧɚ ɢɫɬɚ ɩɪɚɜɚ�

Yizatimi �

Yizatimi �

ɐɪɬɟɠ 9
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7. Ɍɨɱɤɢɬɟ �A M ɢ C ɫɟ ɤɨɥɢɧɟɚɪɧɢ� ɩɚ AM k AC=
 

� ɚ 
ɬɨɱɤɢɬɟ �D M ɢ E ɫɟ ɤɨɥɢɧɟɪɚɧɢ� ɩɚ DM mDE=

 

� Ɉɞ ɬɨɚ 

ɲɬɨ AM MD AD+ =
  

� ɫɟ ɞɨɛɢɜɚ ɞɟɤɚ �
�

k = ɢ 2
�

m =  ɨɞ ɤɚɞɟ 

ɫɥɟɞɭɜɚ ɛɚɪɚɧɢɨɬ ɨɞɧɨɫ �ɰɪɬɟɠ �0�� 
8. а) Ⱦɚ ɦɨɠɟ� ɚɤɨ ɢ ɫɚɦɨ ɚɤɨ ɬɨɱɤɚɬɚ C ɥɟɠɢ ɧɚ ɤɪɭɠɧɢɰɚ ɫɨ

   

ɰɟɧɬɚɪ ɜɨ ɬɨɱɤɚɬɚ A ɢ ɪɚɞɢɭɫ AB � б) ɇɟ� Ȼɢɞɟʁʅɢ AB = AC � ɫɥɟɞɭɜɚ ɞɟɤɚ ɦɨɪɚ AB ɢ AC ɞɚ 
ɫɟ ɤɨɥɢɧɟɚɪɧɢ ɜɟɤɬɨɪɢ� ɫɨ ɢɫɬɚ ɧɚɫɨɤɚ ɢ ɢɫɬɚ ɩɨɱɟɬɧɚ ɬɨɱɤɚ� ɋɩɨɞɪɟɞ ɬɨɚ ɬɨɩɤɢɬɟ B ɢ C ɫɟ 
ɫɨɜɩɚʅɚɚɬ� ɲɬɨ ɧɟ ɟ ɦɨɠɧɨ� 9. ɇɟɤɚ A ɟ ɩɪɨɢɡɜɨɥɧɚ ɬɨɱɤɚ� Ɍɨɝɚɲ ɩɨɫɬɨʁɚɬ ɬɨɱɤɢ B ɢ C ɬɚɤɜɢ 
ɲɬɨ �A B ɢ C ɧɟ ɫɟ ɤɨɥɢɧɟɚɪɧɢ� ɉɪɚɜɢɬɟ AB� BC ɢ AC ɧɟ ɦɢɧɭɜɚɚɬ ɧɢɡ ɢɫɬɚ ɬɨɱɤɚ� 10. ɇɟɤɚ 
ɞɚɞɟɧɢɬɟ ɬɨɱɤɢ ɝɢ ɨɡɧɚɱɢɦɟ ɫɨ A� �B C� D ɢ E � Ⱥɤɨ ɫɢɬɟ ɩɟɬ ɬɨɱɤɢ ɫɟ ɤɨɥɢɧɟɚɪɧɢ� ɬɨɝɚɲ ɬɢɟ 
ɨɩɪɟɞɟɥɭɜɚɚɬ ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɚ ɩɪɚɜɚ� Ⱥɤɨ ɱɟɬɢɪɢ ɨɞ ɧɢɜ ɫɟ ɤɨɥɢɧɟɚɪɧɢ� ɧɚ ɩɪɢɦɟɪ ɬɨɱɤɢɬɟ A� �B C ɢ 
D � ɬɨɝɚɲ ɬɢɟ ɨɛɪɚɡɭɜɚɚɬ ɩɪɚɜɚ AB � ɚ ɫɨ ɬɨɱɤɚɬɚ E ɦɨɠɟ ɞɚ ɨɛɪɚɡɭɜɚɦɟ ɱɟɬɢɪɢ ɩɪɚɜɢ 
� AE BE� �CE ɢ DE �� Ⱥɤɨ� ɩɚɤ� ɬɪɢ ɨɞ ɧɢɜ ɫɟ ɤɨɥɢɧɟɚɪɧɢ� ɧɚ ɩɪɢɦɟɪ �A B ɢ C � ɚ ɞɪɭɝɢɬɟ ɞɜɟ 
ɬɨɱɤɢ ɧɟ ɫɟ ɤɨɥɢɧɟɚɪɧɢ ɫɨ ɧɢɬɭ ɟɞɧɚ ɨɞ ɧɢɜ� ɬɨɝɚɲ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɨɛɪɚɡɭɜɚɚɬ � ɩɪɚɜɢ 
� AB� AD� AE� BD BE� �CD C� E ɢ DE �� Ⱥɤɨ� ɧɚ ɩɪɢɦɟɪ� ɤɨɥɢɧɟɚɪɧɢ ɫɟ ɬɨɱɤɢɬɟ A� �B C ɢ A D� � E � 
ɬɨɝɚɲ ɦɨɠɟ ɞɚ ɮɨɪɦɢɪɚɦɟ � ɩɪɚɜɢ � AB� AD BE� � BD C� D ɢ CE �� Ɉɫɬɚɧɭɜɚ ɫɥɭɱɚʁɨɬ ɤɨɝɚ ɧɢɬɭ 
ɟɞɧɚ ɬɪɨʁɤɚ ɬɨɱɤɢ ɧɟ ɫɟ ɤɨɥɢɧɟɚɪɧɢ� ɬɨɚ ɡɧɚɱɢ ɞɟɤɚ ɩɪɚɜɢ ɦɨɠɟ ɞɚ ɨɛɪɚɡɭɜɚɚɬ ɫɢɬɟ ɩɚɪɨɜɢ 
ɬɨɱɤɢ� Ɍɚɤɜɢ ɫɟ �0 ɩɪɚɜɢ� 11. Ⱥɤɨ A� �B C ɢ D ɫɟ ɤɨɦɩɥɚɧɚɪɧɢ� ɬɨɝɚɲ ɬɢɟ ɨɩɪɟɞɟɥɭɜɚɚɬ 
ɟɞɢɧɫɬɜɟɧɚ ɪɚɦɧɢɧɚ� Ⱥɤɨ ɬɪɢ ɨɞ ɧɢɜ ɫɟ ɤɨɦɩɥɚɧɚɪɧɢ� ɧɚ ɩɪɢɦɟɪ �A B ɢ C � ɬɨɝɚɲ ɬɢɟ ʁɚ 
ɨɩɪɟɞɟɥɭɜɚɚɬ ɪɚɦɧɢɧɚɬɚ ABC � ɚ ɨɞ ɬɨɚ ɲɬɨ D ɧɟ ɟ ɤɨɦɩɥɚɧɚɪɧɚ ɫɨ ɧɢɜ ɪɚɦɧɢɧɢ ɫɟ ɢ 
ABD� BCD ɢ ACD � 12. а) ɇɟ ɟ ɬɨɱɧɨ� ɛɢɞɟʁʅɢ ɬɨɱɤɢɬɟ ɦɨɪɚ ɞɚ ɫɟ ɧɟɤɨɥɢɧɟɚɪɧɢ� б) ɇɟ ɟ ɬɨɱɧɨ� 
ɛɢɞɟʁʅɢ ɩɪɚɜɢɬɟ ɜɨ ɨɩɲɬ ɫɥɭɱɚʁ ɦɨɠɟ ɞɚ ɫɟ ɪɚɡɦɢɧɭɜɚɱɤɢ� в) ɇɟ ɟ ɬɨɱɧɨ� ɛɢɞɟʁʅɢ ɦɨɠɟ ɬɨɱɤɚɬɚ 
ɞɚ ɥɟɠɢ ɧɚ ɩɪɚɜɚɬɚ�

1MsVLD PRGXODUH � 

8.1.
1. ɇɚʁɦɚɥɢɨɬ ɛɪɨʁ ɧɚ ɾɢɞɨɜɢ ɧɚ ɩɪɢɡɦɚ ɟ �� �ɬɪɢ ɛɨɱɧɢ ɢ ɞɜɚ ɨɫɧɨɜɧɢ��  � ɬɟɦɢʃɚ ɢ 9 ɪɚɛɨɜɢ� 2.
Ȼɪɨʁɨɬ ɧɚ ɪɚɛɨɜɢ ɤɚʁ ɫɟɤɨʁɚ ɩɪɡɦɚ ɟ ɞɟɥɢɜ ɫɨ 3. а) ɧɟ� б) ɞɚ� ɩɟɬɫɬɪɚɧɚ �ɩɟɬɚɝɨɥɧɚ� ɩɪɢɡɦɚ� в) ɧɟ�
4. ɇɟ� 5. ȿɞɧɨ ɪɟɲɟɧɢɟ ɫɟ ɪɚɦɧɢɧɢɬɟ� ABB� �A � ABD ɢ ABD� �

8.2.
1. 2��0cm . 2. �cm ɢ �cm . 3. 2�00cm и 2�20cm � 4. 2�� 2 cm 5. 2�� 2 cm

8.3.

1. �����cmV = � 2. 2 ��2cm � ��cmP V= = � 3. �
2�
2�

V V= � 4. ��0�cm � 5. ���0cm �

8.4.

1. 9�cm . 2. 2�00 cm . 3. �02 cm . 4. �2cm � 5. 22� 2 dm
�

8.5.

1. ���0 cm
�

. 2. 2��dm . 3. 2� � cm� ��29 cmH s= = . 4. ��0 cm � 5. ���2�� � cm � 6. ��92cm

8.6.
1. ��� �cm . 2. 2 220 ���m m � 3. �2�P = , �2� �V = . 4. ����0m � 5. �0cm ɢ 20cm

ɐɪɬɟɠ �0
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8.7. 
1. а) Првиот и третиот цилиндар имаат висина a , а вториот има висина 2a , б)  Радиусот на

првиот цилиндар е a , а на вториот и третиот 2a . 2. 30cm . 3. 236cm . 4. 2196cm . 5. 
20 3 cm

3
8.8. 

1. 230cm . 2. 3960πcm . 3. 288πcm . 4. 2200πcm . 5. 396 cmπ
8.9. 

1. 248cm . 2. 2cm, 2 3cmr H= = . 3. 2100cm . 4. 20cm . 5. 2cmπ
8.10. 

1. а) 296πcm , б) 2980πcm , в) 22.24πcm . 2. 69cm . 3. 3243 3πcm . 4. 3320πcm . 5. 21800π cm  
8.11. 

1. 2195πcm . 2. 2400πcm . 3. 4,92l . 4. 3457πcm . 5. 1,5dm  и 15,5dm
8.12 

1. 18R cm= . 2. 2 38739 cm , 34182πcmP Vπ= = . 4. 3
1628 cm

3
π . 5. 

DETYRA PËRPËRSËRITJE 
1. 54cm2 . 2. 3 . 3. 127cm . 4. 420cm . 5. 17cm . 6. 4 . 7. 109cm3 . 8. 26cm2 . 9. 8cm3 . 10. 180cm2 .

11. 210cm . 12. 324cm . 13. 2120cm . 14. 2120cm . 15. 35000 m
5427

. 16. а) 3 31,9486 10 mV −= ⋅ , б) 468

денари.
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Gjeometrikisht do ta paraqesim me të ashtuquajturën segment i orientuar. 
Ai është segment te i cili njëra pikë llogaritet për pikë fillestare (fillimi i 
vektorit), kurse tjetra për të fundit (fundi i vektorit). Vektorin (d.m.th., 
segmentin e orientuar) do ta shënojmë me                (do të thotë A llogaritet për pikë fillestare, 
kurse B për pikë të mbarimit) (vizatimi 3). Vizatimi 3 
Gjeometrikisht do ta paraqesim me të ashtuquajturën segment i orientuar. Ai është segment te 
i cili njëra pikë llogaritet për pikë fillestare (fillimi i vektorit), kurse tjetra për të fundit (fundi i 
vektorit). Vektorin (d.m.th., segmentin e orientuar) do ta shënojmë me                (do të thotë A 
llogaritet për pikë fillestare, kurse B për pikë të mbarimit) (vizatimi 3). Vizatimi 3 
Shembulli 1. Janë dhënë katër pika të ndryshme A, B, C dhe D. Me fillim në pikën A, mund të 
formohen vektorët                dhe               . Me fillim në B, vektorët                dhe                etj. 
Përfundimisht, në këtë mënyrë, mund të formohen gjithsej 12 vektor.  
Çdo vektor                është përcaktuar me:  
• madhësia e barabartë me gjatësinë e segmentit AB (d.m.th.,               ),  
• drejtimi i përcaktuar me drejtëzën AB dhe  
• kahja prej pikës A kah pika B (d.m.th., kahja e gjysmëdrejtëzës AB). ♦  
Përveç me               , vektorët do t’i shënojmë edhe me               , kurse madhësitë e tyre me                
ose me               . Madhësinë e vektorit do ta quajmë edhe gjatësia e vektorit (intensiteti ose 
moduli i vektorit).  
Për vektorët                dhe                themi se kanë:  
• madhësi të barabarta, nëse                dhe shkruajmë               ,  
• drejtim të njëjtë, nëse                dhe                janë drejtëza paralele (ose AB dhe CD janë 
drejtëza, të cilat puthiten), dhe shkruajmë               ,  
• kahe të njëjtë, nëse gjysmëdrejtëzat AB dhe CD kanë kahe të njëjtë dhe shkruajmë                
kahe të kundërt, nëse gjysmëdrejtëzat AB dhe CD kanë kahe të kundërta dhe shkruajmë                
Përkufizimi. Vektorët, të cilët kanë drejtim të njëjtë, do t’i quajmë kolinear.  
Vektori, i cili ka gjatësinë 0, do ta quajmë vektor zero dhe do ta shënojmë me                ose me                
d.m.th., do të shfrytëzojmë pikën e njëjtë fillestare dhe të fundit. Ai vektor ka drejtim të njëjtë 
dhe kahe të njëjtë me çdo vektor.  
Vektori, i cili ka gjatësinë 1, do ta quajmë 
vektor njësi ose ort.  
Përkufizimi. Për dy vektor                dhe                
do të themi se janë të barabartë                . 
Nëse kanë madhësi të barabarta, drejtim të 
njëjtë dhe kahe të njëjtë.  
Kështu, vektorët                edhe te vizatimi 4 
janë të barabartë. Poashtu drejtëzat p, q, r 
dhe s janë paralele dhe gjatësitë e 
segmenteve A1B1, A2B2, A1B1 dhe A4B4 janë 
të barabarta. 
Vizatimi 4 
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Përkufizimi: Dy vektor                dhe                janë të kundërt               . Nëse kanë madhësi 
të njëjtë, drejtim të njëjtë dhe kahe të kundërt.  
Shembulli 2. Te vizatimi 5 janë paraqitur dy drejtëza 
paralele. Vektorët                dhe                janë kolinear 
ndërmjet veti, kurse vektori               . Nuk është kolinear 
me asnjërin prej tyre. Vektorët                dhe                
janë të kundërt, kurse nuk janë të kundërt njëri në tjetrin. ♦ Vizatimi 5 
Detyra 1. Le të jetë ABCD paralelogram dhe O është prerja e diagonaleve të tij (vizatimi 6). 
Cakto cilat prej këtyre çifteve të vektorëve janë të barabartë, kurse cilët janë të kundërt.  
а) b) c) ç) d)  
Zgjidhja. а) Vektorët                dhe                janë të 
kundërt,  
b) Vektorët                dhe                janë të barabartë,  
c) Vektorët                dhe                janë të të kundërt, 
Vizatimi 6 
ç) Vektorët                dhe                janë kolinear, nuk janë të barabartë, 
as të kundërt,  
d) Vektorët                dhe                janë të kundërt. ♦ 
  
Detyra  
1. Le të jetë ABC trekëndësh dhe M, N, P janë meset e brinjëve të AB, BC,CA, përkatësisht 
(vizatimi 7). Cilat prej këtyre barazimeve janë të sakta:  
а) b) c) ç) d)  

2. Le të jetë ABCDEF gjashtëkëndësh i rregullt dhe O është qendra e 
vijës rrethore të jashtëshkruar (vizatimi 8). Cilat prej këtyre 
barazimeve janë të sakta:  
а) b) c) ç)  
3. Te brinjët e katrorit ABCD janë dhënë disa vektor (vizatimi 9). 
Përmend cilat prej tyre janë:  
а) kolinear, b) me kahe të njëjtë,  

c) të barabartë, ç) të kundërt.  
Vizatimi 7 Vizatimi 8 Vizatimi 9 Vizatimi 10 
 

 

 

 

 






